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ПРЕДИСЛОВИЕ

Хорошо известный курс лекций по геометрии римановых про-
пространств Эли Картана A928 г.), переведенный на русский язык

в 1936 г., основывается на материале лекций, читанных им

в Сорбонне в 1925—1926 гг. Он мало отличается от традиционного
изложения. Автор ставит задачу подчеркнуть геометрию ри-
римановых пространств, «по возможности избегать слишком фор-
формальных выкладок, в которых вакханалия индексов маскирует
геометрическую картину, подчас очень простую». Однако в этих

лекциях математическая основа осталась прежней.
Во втором французском издании 1946 г. Картан ввел несколь-

несколько новых статей, не меняя общего построения. Здесь следует от-

отметить интересную особенность книги Э. Картана: в ней очень

интересно в современном стиле вводится понятие многообразия,
в частности, риманова пространства. В книге очень хорошо,
в духе глобальной геометрии, рассматриваются локально евкли-

евклидовы римановы пространства, мастерски используется евкли-

евклидово пространство сопряжения, позволяющее почти автомати-
автоматически переносить геометрические свойства кривых из евклидова

пространства в риманово.
В своих лекциях 1926—1927 гг. Э. Картан с самого начала вво-

вводит метод внешних форм, все время пользуется ортогональным
репером.

В устном преподавании" Картан стремится научить своих

слушателей. Для этого он прежде всего учит их новому методу—
методу внешних форм, решает целый ряд очень своеобразных
задач в евклидовом пространстве.

Имея в виду, что студенты Сорбонны по каждому предмету,
который они выбирают, сдают и письменный, и устный экзамены,
а письменный экзамен представляет собой решение задачи, пред-
предложенной на тему прочитанного курса, Картан вводит в курс не-

неевклидовы геометрии, рассматривает в своих лекциях ряд ва-

вариационных задач на геодезические линии, решает много задач



на геометрию вложенных многообразий. Все это подается в не-

вероятнсг простом виде. Все эти вопросы не были затронуты ни

в первом, ни во втором издании книги.

Именно это и прельстило меня, когда я сначала перевел для
моих слушателей первые лекции Картана, посвященные методу
внешних форм, а затем обработал для печати весь курс под за-

заглавием «Риманова геометрия в ортогональном репере». Карта-
новский метод подвижного репера одинаково хорошо применим
и к косоугольным реперам (как вообще к реперам любой группы
преобразований), и в этой книге можно найти примеры этого.

Ни в какой другой книге нельзя найти теории римановых много-

многообразий в ортогональном репере.
Рассматривая это как основную задачу книги, я не мог отг

казать себе в удовольствии присоединить ряд статей из печатного

курса, главным образом те, которые не вошли в русское изда-
издание. Они отличаются даже стилем от основного текста.

Я жалею только, что не мог поместить их целиком.

С. П. Фиников



ВВЕДЕНИЕ

ГЛАВА 1
'

МЕТОД ПОДВИЖНОГО РЕПЕРА

1. Компоненты инфинитезимальных смещений. Рассмот-
Рассмотрим обычное трехмерное евклидово пространство. В произвольной
точке М берем правый прямоугольный трехгранник. Совокуп-
Совокупность всех ортогональных трехгранников пространства зависит

от шести параметров (три координаты вершины и три эйлерова
угла, определяющие поворот трехгранника по отношению к на-

начальному):

Выбранный трехгранник можно определить радиусом-век-

радиусом-вектором вершины М —'ОМ и тремя единичными взаимно ортого-
ортогональными векторами осей

lii.lji.ls-

Определим по отношению к этому трехграннику трехгранник
инфинитезимально* близкий, присоединенный к точке М'. По-
Положение нового трехгранника по отношению к старому опре-

определяется приращениями радиуса-вектора вершины

и единичных векторов осей; обозначая новые векторы штрихами

V-l* = dU (k =1,2,3)
и проектируя полученные дифференциальные приращения век-

векторов на оси первого трехгранника, получим уравнения инфи-

* Координаты отличаются на дифференциалы ul-\-du1,...,uts+du<l-
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нитезимальных (дифференциальных) смещений нашего трехгран-
трехгранника

A.1)

или, короче,

dl2 = m2l1 -f- co2l2 -j- о^г'з.

., 1, , 2, 3,
dig = о>з11--(- (из12 -)- @3I3,

o)'I/, dl^cofy (t,/= 1,2,-3).

Здесь все величины co'(i = 1,2,3) являются проекциями диф-
—>.

ференциала dM на старые оси; следовательно, они бесконечно

малы и линейно выражаются через дифференциалы независи-

независимых переменных dua{a = 1, . .
., 6), т. е. являются линейными

дифференциальными формами; так же дело обстоит с величинами

о»/.

(суммирование по указателю

«=1 6)

Здесь и далее два одинаковых индекса, один нижний, другой
верхний, означают суммирование.

2. Соотношения между формами ортонормированного

репера. Линейные формы <в',й4 нельзя задавать произвольно.
Прежде всего надо наложить связи, вытекающие из ортонорми-

рованности первого и второго трехгранников (векторы \k еди-
единичные и взаимно ортогональные). Это условие выражается фор-
формулами

li I2 — 0» 1г1з^0> Is Ii — *-'•

Дифференцируя эти тождества, получим

f,df, = 0, l^di, + ГД = 0 (i, ./,.= 1,2,3).

A.3)



Внося сюда значения дифференциалов из уравнений A.1) и учи-
учитывая соотношения A.3), получим

ш- = 0, т{ + (в/ = 0 (i ф /). A.4)

Таким образом, остаются только три различные формы ©{',
а именно: и$,,в>\,<й\. Их можно назвать компонентами вращения
трехгранника.

Позднее мы увидим, что на формы оУ, <в{ накладываются еще

некоторые дифференциальные соотношения.

3. Определение компонентов заданного семейства трех-
трехгранников. Если задано движение трехгранника, т. е. известны

координаты радиуса-вектора М и единичных векторов осей \{t то

компоненты поступательного движения ©' и вращения со* трех-
трехгранника легко вычисляются из уравнений A.1).

•

Предположим, что векторы М и \t заданы координатами

М(х, у, 2), 1г(а/. ?г. и)-

Умножая первое уравнение A.1) на вектор 11У получим

или в силу соотношений A.3)

ia^ljdk, A.5)
или

«>1='ii(«i. Pi. Ti)- dk(dx,dy,dz),
или если перемножить попарно координаты векторов 1Х и

со1 = ах dx + px dt/ + 14 ^г.

Вообще

аналогично

3

и

>1 = a/fa, + P/Jft + т/*Т<-

A.

A-

A.

6)

7)

8)
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Теорема. При всяком выборе шести параметров
иа (а = 1, .'. .,6) шесть форм со', со' = —а>* будут линейно не-

независимы.

Для доказательства достаточно заметить, что не только

обращение в нуль дифференциалов d«« (а = 1, . .
., 6) обращает

в нуль дифференциалы dM, dlb а следовательно, и формы
со*, со', но и обратно: при обращении в нуль шести форм со',' т[
в силу уравнений A.1) обратятся в нуль дифференциалы d'M,

d\t, трехгранник будет неподвижен, и все параметры иЛ— по-
постоянны.

4. Подвижной репер. Совершенно так же можно присоеди-
присоединять к каждой точке М пространства вместо ортогонального

(точнее,, ортонормированного с единичными векторами осей)
трехгранника произвольный косоугольный трехгранник (не-
(невырожденный) с меняющимися углами и длинами базисных

векторов, лишь бы эти векторы были линейно независимы (не
лежали в одной плоскости).

Точнее, присоединим к каждой точке с радиусом-вектором М

три произвольных вектора е^ (t=l, 2, 3) с неравным нулю ска-

скалярным смешанным произведением

т. е. отличным от нуля определителем из координат этих

векторов относительно неподвижной системы координат.

Фигура, образованная точкой М и тремя векторами е1 (т. е.

подвижная система косоугольных координат с разными масшта-

масштабами осей), называется репером, или подвижным репером. Эти

векторы М, et можно рассматривать как функции от 3 + 3 • 3 =
= 12 произвольных параметров и' (по числу их координат от-

относительно неподвижной декартовой системы; а = 1, . .
., 12).

Тогда дифференциалы dM, del будут линейными однородными
функциями дифференциалов независимых переменных du*.

Векторы dM, de, разлагаются по осям нашей системы, т. е. по

тройке линейно независимых* векторов elt e2, е3, и мы получаем
систему уравнений, аналогичную системе A.1)

dM = «'в! + шае2 -|- со3е3,

de, = ш/в! + ш?еа + ще2» (' • 9 )



где а', со; по-прежнему будут линейными формами относительно

дифференциалов независимых переменных dw. Однако форму-
формулы A.3) теперь не имеют места и уравнения A.4) не существуют.

, 5. Линейный элемент пространства. Введем обозначения

e<ey-
=

gy (gtj = gji) A.10)
для скалярных произведений базисных векторов; по геометри-
геометрическому смыслу скалярного произведения величина gy равна

произведению модулей векторов ег, tj на косинус угла между
ними. С другой стороны, возвышая в квадрат обе части первого

уравнения A.9), получим в левой части квадрат линейного эле-

элемента пространства

ds2 = k
В правой части, пользуясь правилом возвышения в квадрат мно-

многочлена (сумма квадратов и удвоенных произведений всех чле-

членов многочлена), получим в обозначениях A.10)

ds2 = (exJ (w1J + ¦ • • + 2^ ">'ш2 + ¦ . .
=

= ёп Ю2 + 8« КJ + ?зз («>3J + 2g12 «о1 «>2 +

+ 2ёгзш2ш* + 2ёз1шЫ. A.11)

Короче это записывается в виде

у
ds" = gy0>V. A.12)

Эта формула и предыдущие справедливы и для n-мерного про-
пространства, когда i, j пробегают значения 1,2, . .

.,
п.

В формуле A.12) имеется две пары одинаковых индексов
t и /, каждое суммирование выполняется самостоятельно; при
этом для каждой пары неравных чисел, например 1 и 2, будут
два члена: один для i = 1, / = 2, другой для i = 2, / = 1;
в силу симметрии A.10) коэффициентов gtJ эти два члена равны.
Отсюда в развернутой сумме A.11) все члены с различными ин-

индексами ( Ф j входят с коэффициентом 2. Аналогично подсчи-
тывается скалярное произведение двух векторов

X = X'ejf Y = Y>e,,
Перемножая по правилам скалярного умножения векторов,
получим

^Х'У';. A.13)



Отсюда.косинус угла <р между двумя векторами X, Y будет

coscpe!L AН)

6. Контравариантные и ковариантные компоненты. Умно-
Умножим вектор

X = X*eft-
'

: A.15)

скалярно на вектор е,-. Обозначая произведение Xit получим
с помощью формулы A.10)

X, = gtkX*. A.16)

Компоненты Хк носят название контравариантных компонен-
компонентов вектора, компоненты Xt — ковариантных компонентов.

Контравариантные компоненты обозначаются индексами вверху,
ковариантные

— индексами внизу.
Умножая обе части равенства A.16) на X1 и суммируя по ин-

индексу i, получим

X,X' = ftftX<X* = X*; A.17)

анлогично,

ХУ=&*Х'К* = Х'У,. A.18)

Чтобы перейти от? ковариантных компонентов вектора к контра-

вариантным, надо разрешить систему A.16) из п уравнений
(i = 1, 2, . .

., п) с п неизвестными Xk (k = 1, . .
., п). По из-

известной формуле алгебры это решение будет

- A.19)

где gik — приведенный минор элемента gik в определителе

т. е. адъюнкт элемента gik, деленный на определитель g. Все
это относится также к инфинитезимальным компонентам со'

ИЛИ @;.
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Для ортонормированного репера

0, если i

8и=-°и= \ i если i =

поэтому по формуле A.16)

т. е. ковариантные компоненты вектора равны контравар.иант-
ным. Мы будем писать без различия со' =щ, со* =cof/., сохраняя
условие суммирования A.2) по двум одинаковым, одному

—

верхнему, другому
— нижнему, индексам.

7. Инфинитезимальные афинные преобразования репера.
Заметим еще, что при косоугольном репере мы уже не можем го-

говорить, что уравнения A.9) определяют движения репера, ибо на-

наши трехгранники теперь не конгруэнтны. Нетрудно заметить,"
однако, что преобразование координат х1, х2, х3 при переходе
от одного координатного трехгранника к другому будет опреде-
определяться линейной подстановкой. Действительно, если обозна-

обозначить через а\ косинусы углов между старыми и новыми осями,

через х1 — старые координаты произвольной точки, через х1'—

новые координаты ее и через xq — координаты нового начала

в старой системе, то получим для старых координат формулу

х1 = х'о + а\ xv -f 4х2' -f а'зл?'.
Поскольку общая линейная яодстановка определяет афинное
преобразование, уравнения A.9) определяют инфинитезималь-
инфинитезимальные афинные преобразования репера.



ГЛАВА II .

ТЕОРИЯ ПФАФФОВЫХ ФОРМ

Возвращаемся к ортонормированному реперу.
Мы видели, что при заданном движении репера, т. е. при за-

заданных координатах радиуса-вектора М и единичных векторов

осей 1,- в виде функций от параметров и», мы можем найти 6 ком-

компонент о', со* инфинитезимальных смещений репера.
Возникает проблема: могут ли произвольно заданные шесть

форм со', со*, линейные относительно du«, представлять смеще-
смещения трехгранника в обычном пространстве?

Чтобы ответить на этот вопрос, нам придется сделать отступ-
отступление в область анализа и рассмотреть свойства пфаффовых
форм.

8. Дифференцирование в заданном направлении. Пусть
дана форма Пфаффа

со = axdxl + a^dx* + ¦ • • + andxn.

Дифференциалы независимых переменных dx1, . .
.,

dxn обыкно-
обыкновенно рассматриваются как новые независимые переменные,

но можно также рассматривать их как заданные функции неза-

независимых переменных

dx1 = ?' (а;1 ,. .., х")

(направленное смещение с определенным символом дифференци-
дифференцирования). Рассмотрим два символа дифференцирования d и о

и два ряда дифференциалов

вообще

12

различных.

dbx1,

bdx\

dbx2 , .

bdx*,. .

. .
, dbx",

.
, bdx",



Мы можем условиться, что эти два символа дифференцирования
переместительны

dbx'^bdx1.
_

B.1)

Теорема. Если символы дифференцирования d u б

переместительны для независимых переменных, то они переме-
переместительны и для функций.

Действительно, рассмотрим функцию

Тогда

<?-¦?¦«*. ч=?
второе дифференцирование дает

дх'дх»
'

дх1

Здесь вторые члены равны в силу условия B.1); что касается

первых, то, меняя во второй формуле .B.2) индексы суммиро-
суммирования i на & и ft на i, получим сумму

'

днд1
Ьх йх'

которая отличается от аналогичной суммы в выражении 6df
только порядком дифференцирования во второй производной,
а поскольку в смешанных частных производных результат диф-
дифференцирования не зависит от порядка дифференцирования, пер-
первые члены в правых частях выражений B.2) совпадают, и мы

имеем

bdf = dbf. B.3)

Следствие. Свойство переместительности для двух
символов дифференцирования d иЪ не зависит от выбора незави-

независимых переменных.
Иначе дело обстоит с дифференцированием линейных форм

Пфаффа.

13



9. Билинейный ковариант Фробениуса. Рассмотрим пфаффс
ву форму

со (d) = atdxl
и составим выражение

dw(8) — 8о> (d).

Дифференцируя <o(d) с символом дифференцирования б, получим

8м (d) = batdxl + afidx1
и аналогично

dco (8) = dafix1 + atdbxl.
Вычитая из второго первое, заметим, что вторые суммы в силу
B.1) взаимно уничтожаются, и мы получим

dco (8) - 8со (d) = da№ - ЪаАя* = -?Щ- dxkbx! -
дхг

dxk

Изменим в последней сумме указатели суммирования i на k

и наоборот; получим

dxbx ^ bxdx = ( Цдх" дх1 \дхк дх1

Если же суммировать по сочетаниям, то для каждой пары чисел

t, k будут два члена

(тк - тт)dx4xi + (тг - ¦&\ д** дх11 \дх1 d*

Вынося за скобку общий множитель —% ~ и обозначая
dx* дх1

суммирование по сочетаниям знаком суммы с поставленными

в скобках индексами суммирования, получим окончательно

dco (8) - Зсо (d) = У (-Щ Щ-) (dx^bx1 - dx'bxk). B. 4)
/LA \ дхг дх I
{Ш .

Полученная справа форма линейна относительно каждой серии
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дифференциалов dx1, . .
.,

dxn и Ьх1, . .
.,

Ьхп. Она инвариантна
относительно замены независимых переменных, т. е. при замене

переменных х1 в обеих частях уравнения B.4) равенство сохра-
сохраняется. Выражение B.4) называется билинейным ковариантом
Фробениуса по имени ученого, который ввел такие формы.

Теорема. Если билинейный ковариант пфаффовой
формы равен нулю

dw E) — За, (d) = О, B.5)

то форма со будет точным дифференциалом.
Действительно, обращение формы B.4) в нуль при произ-

произвольных дифференциалах dx1, Ьх1 имеет следствием обращение
в нуль коэффициентов

dat dak
_ q

dxk dx1

а это, как известно, является необходимым и достаточным усло-
условием того, чтобы форма

была точным дифференциалом.
Теорема. Если билинейный ковариант формы о равен
ю, то интеграл

р
нулю, то интеграл

и = f со (d)
i

между двумя точками Мо (х\ xq) и М1(х\, . . .
, х") не

зависит от выбора пути интеграции; при этом предполагается,
что пути интеграции, соединяющие эти две тонки, образуют
непрерывное семейство.

Эта теорема эквивалентна предыдущей, но мы докажем ее

независимо, так что это доказательство может служить доказа-
доказательством и предыдущей теоремы.

Рассмотрим непрерывное семейство путей, соединяющих
точки Мо и Mt:

xl = xl{t,z) (t=l,..., л),

где а — параметр линии семейства, t — параметр точки на ли-

линии а этого семейства. Параметр t выбран так, что значение

t = 0 соответствует точке Мо и значение t = 1 —¦ точке Mt.
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Таким образом,

независимоот выбора а.

Введем символы дифференцирования

А
д

к
д

.а = ,
о = ;

dt д*
'

они, очевидно, переместительны, ибо

да \dt / dadt dt \ д a I dtda.

По условию (в силу обращения в нуль коварианта Фробениуса)
имеем

dwE) — 8co(d) = 0. .B.5)
Положим

«(/,<*) = jco(d). B.6)

Отсюда

ш (d) = — = du ,
S со (d) = 8 d«,

и уравнение B.5) запишется

или в силу B.1)

d{(oE) — Ьи} =0

для любого t и а, т. е.

-А-(со (8)-8 и) =0.
of

Поскольку производная по t равна нулю, разность со(8) ^— 8и

не зависит от ^, но для t = 0, т. е. в точке М о, все пути сходятся,
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и по формуле B.6) начальное значение и = 0. Следовательно,

о) (8) = а,— = 0, и = 0,
д г

и при всяком t

В точке Mi, т. е. для t = 1, опять все пути сходятся, и

ш (8) = 0;

следовательно, при t = 1

т. е. для любог.0 пути интегрирования, непрерывного семейства
кривых интеграл B.6) дает одно и то же значение. Это и требо-
требовалось доказать.

Билинейный ковариант зависит от двух серий дифференциа-
дифференциалов dx', Ъх1 и меняет знак при их перестановке. Билинейные ал-

алгебраические формы двух серий переменных и' и vk, меняющие

знак при перестановке и1 и &*, называются кососимметричными.

10. Кососимметричные билинейные формы. Г.Коэффици-
Г.Коэффициенты кососимметричных форм сами кососимметричны, т. е. при

перестановке индексов меняют знак.

Пусть

(/
- B.7)

кососимметричная форма; тогда при перестановке и и v получим

F = — a

или, меняя обозначения индексов суммирования i на ./ и наобо-

наоборот, получим

F = —avviuK
'

B.8)

Сравнивая B.7) и B.8), имеем

= — aj4 vjul

2°. Кососимметричная форма остается кососимметричной
при одновременной, с одними и теми же коэффициентами, ли-

линейной подстановке обеих серий переменных.

2 Заказ 533
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Рассмотрим подстановку

V1 = AW*, ¦ V1 = Aivk.

При этом, очевидно, билинейная форма F перейдет в билиней-

билинейную форму Ф

F (и, v) = Ф (U, V).

Действительно, при замене ик на vk, очевидно, меняется U1

на V, и форма Ф меняет знак вместе с формой F. Значит

что и надо было доказать.
11. Внешние квадратичные формы. Если в записи формы/7

по формуле B.7) перейти к суммированию по сочетаниям указа-
указателей i, j, то в силу кососимметричности коэффициентов aiy =
==

—Oji получим

(ЛЛ

Введем новое обозначение:

[и1 и/] = B.9)

Произведение [u'uJ\ будем называть внешним произведением.
Определитель, стоящий в правой части, будем называть зна-

чением внешнего произведения. Чтобы получить значение внеш-

внешнего произведения, надо задаться двумя сериями значений ба-
базисных элементов и1, w и v1, vJ.

Все действия над внешними произведениями подчиняются

общему правилу: любое преобразование выражения с внешними

произведениями законно, если значения этого выражения до пре-

преобразования и после преобразования равны при всяком выборе двух
серий значений базисных элементов.

Например, если имеем две линейные формы

то

fl(v)

= apk

/«(и)
М»)

fx =

- v'u

atul,

atul
ар1

h =

и1

vi

bjW

uk

ap} bfPk — apl bkuk

= apk [ul «*] =

<!•*)
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Следствия. 1. При перестановке множителей внешнее

произведение меняет знак.

2. Внешние произведения равных множителей или отличаю-

отличающихся множителем пропорциональности равны нулю:

3. Скалярный множитель можно выносить за скобку внеш-

внешнего произведения.
12. Обратные теоремы.Лемма Картана. Теорема 1.

Чтобы при заданной линейной форме f (не равной нулю) име-

имело место равенство

[f<p] = O, B.10)

необходимо и достаточно, чтобы форма <р была пропорциональ-
пропорциональна форме f с некоторым множителем пропорциональности:

Достаточность вытекает из следствия 2. Чтобы доказать необ-

необходимость, изменим базис и1, и2, . .
., и", введя в него заданную

форму / и еще п — 1 любых линейных форм fi, /а, . . .
, fn-\ ,

лишь бы вместе с формой f они образовали линейно независимый
базис (отличный от нуля определитель из коэффициентов в раз-
разложении этих форм по старому базису). Например, если форма /
в своем разложении по элементам базиса содержит ип, то можно

принять каждое

f. = ul (i = 1,2, ... ,п- 1).

После замены базиса искомая форма ср будет

и уравнение B.10) примет вид

первый член пропадает в силу следствия 2; все остальные произ-
произведения линейно независимы, как произведения различных эле-

элементов базиса; следовательно, равны нулю коэффициенты
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Теорема 2. (Лемма Картана.) Чтобы при
заданных линейно независимых формах f\f2 fp (ранг мат-

матрицы коэффициентов равен р) имело место тождество

tf'Til + IP?*] + • • • + [/»?„] = 0. С2-11)

необходимо и достаточно, чтобы формы <?/(i = 1 ,р) ли-

линейно выражались через заданные формы fk(k —],..., р) с сим-

симметричной матрицей коэффициентов

b = c,J*. c« = c«- B-12)

Дополним заданные формы f\,.. . ,fp еще п — р новыми фор-
формами fp+l,...,/" так, чтобы все п форм fl,. . .

, fn образовали
линейно независимый базис. Поскольку ранг матрицы коэффи-
коэффициентов в разложении форм fk(k = 1,..., р) по элементам ба-
базиса ы1,-. .. ,ип равен р, в этой матрице существует отличный
от нуля определитель порядка р.

Допустим, что этот определитель образован коэффициентами
при элементах базиса и1 ир; тогда достаточно принять

р = их (X = р + 1 л).

Допустим, что разложение искомых форм <рД* = Ь • •
•> р) по

элементам нового базиса будет

k= 1,... ,p,

'' у I
1 » • • • 1 "')

тогда

1/'^] = ^[/'/*]-с,х[/'7Ч,
и равенство B.11) примет вид

г \Hik\ I- r-ilf'fM — 0 f2 13^

Во второй сумме каждый член содержит новую форму fx , кото-

которая нигде больше не встречается; следовательно, все коэффици-
коэффициенты с,-х равны нулю:

Значит искомые формы ср^ разлагаются только по формам
fk{k = 1, . .

., р).'В первой сумме равенства B.13) при суммиро-
суммировании по сочетаниям указателей i, k найдется два подобных
члена (с одними и теми же формами f, fk) ;-
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Теперь равенство

не содержит подобных членов; следовательно, все коэффициенты
равны нулю

Cik
—

СЫ — О-

Это и приводит к формулам B.12).
Теорема 3. Чтобы квадратичная форма

B.14)

обращалась в нуль, если элементы базиса и1 (i = 1, .... п) сея-
•

закы соотношением

f^Ciu' = O, B.15)

необходимо и достаточно, чтобы форма F была вида

F = lf,9h B.16)

где <р
— подходяще выбранная линейная форма.

Действительно, если выбрать новый базис /, fl, . .
., /"~;,

то уравнение B.14) примет вид

buWf'] (i,/=l,...,n)
ч.п

и после того, как мы внесем f = 0, получим условие

= 0, т. е. 6v = 0.

Таким образом, форма F будет иметь вид

•
F = bJ[ffi\^\f,bJfJ\,

совпадающий с формулой B.16), если положить
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Теорема 4. Чтобы квадратичная форма F обращалась
в нуль в силу системы

fi _ л fp — 0 B 171

где f'(i = 1 , . . . , р) —линейно независимые линейные формы,
необходимо и достаточно, чтобы

....+ [??,]¦ B.18)
Действительно, поскольку формы f'(i = 1, .. .

, р) линейно не-

независимы, их можно дополнить формами fl (К — р -f- 1 , • • • , п)
до полного линейно независимого базиса. После замены базиса

квадратичная форма F примет вид

F = % [/' V\ + ci л [fl f-\ +¦ с,, IP p) ;
l' j = l ' ¦ ¦ ¦ ' P;

к, (j. = p + 1 , . . . , П.

После внесения в силу B.17) f' = 0 получим уравнение

Таким образом, форма F примет вид

что совпадает с представлением B.18), если положить

?i
= са V +

13. Внешний дифференциал. Так же как билинейную фор-
форму можно заменить внешней квадратичной формой, так би-

билинейный ковариант Фробеииуса

do (о) — ош (d) = (day ox1 — So! dx1) -f ... + (dap 8^ — oap dx'')

от
¦ формы

ш = axdxx -г ... 4- apdxp
можно представить как внешний дифференциал

d о = [dat dx1] 4- . . . -(- [dap dxP]. B.19)

Правило внешнего дифференцирования произведения скалярной
функции на форму.

Пусть т — функция переменных х1, . .
.,
хп и со — линей-

линейная форма

о» = atdxl.
22



Подсчитаем внешний дифференциал произведения /по:

d (т со) = d {(mat) dxl} = [d (ma,) dx*],

но

d (ma;) = mdai -j- a^m.

Следовательно,

d (m en) = m [da^x'] -f [dm, а$х'\,
или

d (mw) = md«) + [dm o>]. B. 20)



ГЛАВА III

ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

14. Интегральное многообразие системы. Рассмотрим си-

систему г уравнений Пфаффа
•

о1 = ол = о 6, = о. C-D

где бя означают г линейных дифференциальных форм, построен-
построенных на п+г переменных х1, х2, . . .

,
хп+г и их дифференциалах

так, что коэффициенты при дифференциалах класса С1, т. е.

допускают непрерывные частные производные первого порядка.
Будем предполагать эти формы линейно независимыми; иначе

говоря, будем считать ранг матрицы коэффициентов эд равным г.

Пользуясь геометрическим языком, будем рассматривать пере-
переменные х1 как координаты точки в пространстве п + r измере-
измерений и называть точку А этого пространства общей точкой, если

для координат этой точки ранг матрицы ш в точности равен г.

Рассмотрим в этом пространстве n-мерное непрерывно диф-
дифференцируемое многообразие V, т. е. такое, что координаты лю-

любой из его точек можно выразить непрерывно дифференцируе-
дифференцируемыми функциями п параметров; будем говорить, что V — инте-

интегральное многообразие системы C.1) или, что оно образует ре-
решение системы C.1), если каждый из его касательных элементов,

определяемых координатами некоторой точки многообразия V-
и направляющими параметрами dx1, dx2, . .'. ,dxn+r касатель-

касательной к многообразию V в этой точке, удовлетворяет уравнениям
C. 1). Если рассматриваемая точка А — общая точка простран-
пространства и определитель из г последних столбцов, матрицы ал в этой

точке не равен нулю, что всегда можно допустить, меняя в слу-'
чае надобности нумерацию координат, то уравнения C.1) можно

разрешить в окрестности точки А относительно дифференциалов
dxn+1, . .

., dxn+r; следовательно, переменные хп+1,...,х"+г,
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рассматриваемые на многообразии V как функции параметров
хх, ж2, .... хп, допускают в точке Л и во всех точках, достаточно

близких к точке А, непрерывные производные, первого порядка.
Полагая для удобства изложения

*n+« = z»- (ос = 1,2 г)

и оставляя для указателей i, j только значения i, j = 1, . .
., п,

можем записать формы 6« в виде

0. = сар dzf» + ачЛе* (а,- р = 1 г) , C.2)

det | с«р | Ф О

и определить многообразие"V посредством г уравнений

г» = z* (х\ х\...,х") (а = 1, 2, .... г) C. 3)

Поскольку 2а допускают непрерывные частные производные

первого порядка, можно сказать, что всякая точка интегрального
многообразия, которая является общей точкой пространства,
будЪг регулярной точкой многообразия: это и означает возмож-

возможность в окрестности этой точки аналитического представления
многообразия V в виде C.3).

15. Необходимое условие полной интегрируемости. О п-

ределенне. Система Пфаффа C.1) называется вполне

интегрируемой, если через каждую общую точку пространства-
проходит одно интегральное многообразие.

Конечно, мы требуем существования этого интегрального
многообразия в достаточно малой окрестности рассматриваемой
общей точки.

Нетрудно найти необходимое условие полной интегрируемо-
интегрируемости. Действительно, образуем внешние дифференциалы форм
6а: это будут внешние квадратичные формы, построенные на

переменных xk(k = 1, . . .
,
п + г) и их дифференциалах.

В.окрестности общей точки А, для которой имеют место сде-

сделанные выше допущения, уравнения C.2) разрешаются отно-

относительно dzP и внешняя квадратичная форма d6« будет выражена
через п дифференциалов dxl и г линейно независимых форм
Оз . Мы получим

и йЪ = i- А%ц [dxl dx'\ -J- Bli \dxl %] -Ь
-j

Cf1 [% eT ], C. 4)

где индексы суммирования пробегают значения i, j = 1 п;
В v = 1 г И

А . __ А .. Г$1 _- Г&
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Пусть теперь V — интегральное многообразие, содержащее
общую точку А; если перемещаться по этому многообразию,
то формы Ва будут тождественно равны нулю и точно также фор-
формы dba; левая часть равенства C.4) идве последние суммы правой
части обратятся в нули. С другой стороны, в окрестности точки

А, для которой имеет место аналитическое представление C.3),
переменныех1, . .

.,
^"остаются независимыми, и, следовательно,

коэффициенты Аа ц в соотношениях C.4) будут равны нулю.
Отсюда вытекает существование в этой окрестности тождеств
вида

de, =К<у, C.5)

где а>* — подходяще выбранные линейные дифференциальные
формы с непрерывными функциями в качестве коэффициентов;
можно положить, например,

Условие C.4) можно рассматривать как необходимое условие
полной интегрируемости системы C.1). Еще проще можно напи-

написать его в виде сравнений

dK =0 (mod (>!,%, . . . ,%). C.6)

16. Необходимое и достаточное условие полной интег-

интегрируемости системы уравнений Пфаффа. Теперь мы фор-
формулируем общую теорему для вполне интегрируемых систем

Пфаффа.
Теорема. Чтобы система Пфаффа C.1) была вполне

интегрируема, необходимо и достаточно, чтобы в окрестности
каждой общей точки пространства внешние дифференциалы
d% левых частей системы были сравнимы с нулем по модулю
этих левых частей 6i, 62 6Л.

Это необходимое и достаточное условие можно высказать

другими словами: система внешних дифференциалов

rfe1 = o,
¦

dea = o, der = o C.7)

должна быть алгебраическим следствием системы C.1).
Действительно, из равенств C.5) прямо вытекает обращение

в нуль системы C.7), если равны нулю Gi, O2, , .
., вг. С другой

стороны, из теоремы 4 п. 12 непосредственно следует, что квад-

квадратичные формы d9a , обращающиеся в нуль, как алгебраическое
следствие системы Si, = 0, 62= 0, ..., 0г = 0, имеют строение
вида B.18), что в точности совпадает с условием C.5).

26



Переходим к доказательству основной теоремы. Необходи-
Необходимость условия C.5) или C.6) вытекает из построения этого

тождества. Для доказательства достаточности мы рассмотрим
несколько вспомогательных теорем.

Нам будет удобно рассмотреть n-мерное пространство пара-
параметров с точками (х1).
Теорема 1. Система C.1) допускает не более одного

решения C.3) с начальными значениями

z* = z'd для х* = Хо; 2о, Хо = const. C. 8)

Допустим, что решение C.3) существует, тогда мы можем найти

его значение в точке М(х1). Берем в пространстве (*') точку

Мо(хо, . .
., х"о) и задаемся значениями zl, . .

., zj. Допустим,
что точка М(х') лежит вместе с точкой Мо в одной односвязной
области, где имеет место. аналитическое представление C.3).
Покажем, что в точке М (х1) функции г* получают вполне опре-

определенные значения. Для этого соединим точку Мо с точкой М

путем, проходящим внутри рассматриваемой области

где t — параметр, определяющий положение точки на линии М0М,
со значением t = to в точке Мо, и все функции f'(?) класса С1.

Внося выражения C.9) в уравнения C.1), деля на дифферен-
дифференциал dt и разрешая их в силу п. 14 относительно производных

^—, получим для неизвестных функций za систему Коши
dt

^ = Z*(t;z\...,Zr). C.10)

Наше решение C.3) должно удовлетворять этой системе, а по-

поскольку система Коши допускает только одно решение с задан-
заданными начальными значениями C.8), то это решение будет един-
единственным.

17. Независимость решения от пути интегрирования.

Теорема 2. Если условие C.5) или C.6) удовлетворено,
то в окрестности общей точки Мо при заданном непрерывном
семействе путей, соединяющих точку Мо с точкой М, значение

() не будет зависеть от пути интегрирования.
Рассмотрим односвязную область в пространстве параметров

(х;), в ней две точки Мо иМ„ достаточно близкие, чтобы при

интегрировании системы C.10) по любому пути непрерывного
семейства линий

*l=fl('.«). X* = P(t,*),...X" = f"{t,OL), C,11)

соединяющих точку Мо с точкой М,, интервал, на который рас-
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пространяется теорема существования решения Коши, содержал
точку Мх как внутреннюю точку.

В уравнениях C.11) параметр t по-прежнему определяет
точку на линии семейства МОМХ со значениями t = 0 в точке

Мо, t = 1 в точкеМх; параметр а определяет линию семейства;

функции f (t,a) класса С1. По каждому из этих путей мы инте-

интегрируем систему C.1), выходя из точки Мй с одним и тем же

начальным значением C.8). Надо доказать, что независимо от

выбора пути мы придем в точку Мх с одними и теми же значения-

значениями 2" .

Введем два символа дифференцирования:
1) вдоль пути интегрирования

2) при переходе от одного пути к другому

8
да

В точке Мо, т. е. для t = 0, все пути сходятся и все неизвест-

неизвестные функции za принимают одни и те же начальные значения

г" = г". Следовательно, вариации равны нулю

од:'" = 0, 8г" = О,

и мы имеем для t = О

0,(8) = 0 (а =!,...,/•). C.12)

В точке М1, т. е. для t = 1, все пути сходятся и

надо лишь доказать, что 8г» = 0. Пользуясь формулой C.2),
имеем для t = 1

с. /5ч дг1 , дгг .
,

дгг /о ,оч%. (8) == с«1 —— + са2— h • • • + с„ —- • C. 13)

В любой точке линии М0М1У т. е. для любого t, интегрируем
систему 6, = 0; следовательно, всюду

8. (d)=0. C.14)

Расписываем теперь квадратичные формы C.5) для двух симво-

символов дифференцирования
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В силу соотношений C.14) пропадает 6а (d), и мы имеем

2 C.16)

Введем обозначения

6.C) = //., li(d)=f&dt;
система C.14) примет вид системы Коши для одного независимо-

независимого переменного t

Цг = р1Нг+&Н% + ...+&Нг.. C.17)

Начальные условия получаем из равенств C.12)

На = 0 для t = 0. C. 18)

Система Коши C.17) имеет только одно решение при заданном
начальном условии. Это-решение очевидно: поскольку система

C.17) однородна, она допускает нулевое решение, которое удо-
удовлетворяет и условию C.18).

Следовательно,

6а E) = 0 и для t= 1.

Уравнения C.13) дают теперь для производных ——,
—?-

да да

-2— в точке t = 1 однородную систему с отличным от нуля опре-
дл

делителем

Значит, все

¦дг?

и значения z$ в точке Л1Х не зависят от пути интеграции.
18. Сведение задачи интегрирования вполне интегрируе-

интегрируемой системы к интегрированию системы Коши. Теоре-
Теорема 3. Задача интегрирования вполне интегрируемой сис-

системы сводится к интегрированию системы обыкновенных диф-
дифференциальных уравнений типа Коши.

Пусть А (лсо, 2о) — общая точка пространства, удовлетво-

удовлетворяющая поставленным выше условиям. Всякое интегральное
многообразие, проходящее через точку А, допускает аналитиче-

аналитическое представление C.3). Вводим в n-мерном пространстве пара-
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метров (л:') полярную систему координат с началом в точке А

посредством уравнений
xi - (х% = ta', C. 19)

где t — новая, существенно положительная координата. Пара-
Параметры а1 принимают любые значения, удовлетворяющие условию

(а1J + (а2K + .- • • + (а"J = 1; C.20)

для всякой системы значений а' точка (х') описывает при изме-

изменении t полупрямую, выходящую из точки А; все полупрямые
заполнят n-мерное пространство. Эти прямые теперь будут пред-
представлять собой непрерывное семейство путей C.11). После за-

замены dxl на a1 dt и dxn+a на dz" получим систему обыкновенных

дифференциальных уравнений

^- = Z"(flM,z?) C.21)

с начальными значениями

z« = (га H для t = 0.

В полученном решении мы можем положить t = 1 и считать

а1 произвольными величинами, не связанными условием C.20).
Внося вместо а1 значения C.19), получим уравнение интеграль-
интегрального многообразия V.

Полученные значения неизвестных функций z* в каждой точке

(х1) односвязной области составляют, решение системы C.1).
Действительно, произвольную точку М этой области можно

соединить путями с точками М' ее окрестности так, чтобы со-

совокупность касательных к этим путям в точке М совпадала со

всей связкой прямых в точке М пространства (х1). Так как зна-

значения (za) получались интегрированием системы C.1), то зна-

значения (za), (dza) вдоль этих путей удовлетворяют системе C.1).
В частности, в точке М значения (z« ), (dza ), (*'), (dxl) соответ-

соответствуют точке М и любой касательной из этой точки. Следова-
Следовательно, можно рассматривать dxc как вполне произвольные ве-

величины (дифференциалы, независимых переменных), a dz* —

как полные дифференциалы функций (za). Они удовлетворяют
системе C.1); следовательно, (z") составляют решение вполне инте-

интегрируемой системы C.1), соответствующее начальным значениям

г- = (г H для. х' = (*0о-

19. Первые интегралы вполне интегрируемой системы.

Рассмотрим вполне интегрируемую систему

6а=0 (а=1,...,г). C.22)
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Общее решение такой системы

2* =/'(*', . . .,*";«',..., и') C.23)

содержит г произвольных постоянных — начальных значений

неизвестных функций

и* =4 для х1 = 4(» = 1 л). C. 24)

Система C.23) содержит два ряда значений неизвестных функ-
функций: 2* в точке (Xе) и ия = г% в точке Мо. Они равноправны,
поэтому систему C.23) можно разрешить относительно постоян-

ных

w = Р(х1,. ..,х»;г1,...,гг). C.25)
Г

Функции иа становятся постоянными, когда 2а будут заменены их

значениями в виде функций от всех xl (i = 1, . .
., п). Они на-

называются первыми интегралами системы. Сама система C.22)
эквивалентна системе

dP=0 (a=l, г). C.26)

Следовательно, система C.22) вполне интегрируема, если она

алгебраически эквивалентна системе вида C.26).
20. Соотношение между внешними дифференциалами и

формулой Стокса. В трехмерном пространстве, как известно

из анализа, формула Стокса записывается в виде

(Pdx -f Qdy -f Rdz) = N\l^--^L\dydz +
S

¦

dp
C.27)

dz dx J \ dx dy j I
'

где справа интеграл берется по площади 5 простого куска по-

поверхности, ограниченного контуром L, а слева — по этому кон-

контуру. В записи интеграла по поверхности, например,

s

произведение дифференциалов dydz надо понимать как внешнее
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произведение, ибо при преобразовании переменных, например,

y=g(u,v), z = h(u,v)

произведение dydz преобразуется по формуле

dydz
д (у, г)

д (и, v)
dudv —

dg
du

dg
dv

dh

du

dh

dv

dudv,

mtq в точности соответствует преобразованию внешнего произ-

произведения

[dy dz] = [JJL du + M. dv,~
| du dv аи

dv du

+ ^- dv] =dv J

Если воспользоваться этой записью, то можно отметить замеча-

замечательный факт.
Положим

о» = Pdx + Qdy -f Rdz

и подсчитаем внешний дифференциал этой формы

дг

dxdy,
дх dy

или, собирая члены с произведениями [dydz], [dzdx], Idxdy],

Это в точности совпадает с подынтегральным выражением пра-
правой части равенства C.27).

Таким образом, формулу Стокса C.27) можно записать в виде

о). C.28)О) =

Справедливость этой формулы можно увидеть из таких инфини-
тезимальных соображений.
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Рассмотрим замкнутый контур, ограничивающий некоторую
область поверхности

x = f(u,v), y = g{u,v), z = h(u,v).

Разобьем всю область интегрирования на криволинейные па-

параллелограммы, определяемые пересечением координатных ли-
линий. Для определения криволинейного интеграла по контуру
области можно сложить интегралы по контурам каждого эле-

элементарного параллелограмма. При сложении интегралы по

внутренним делениям, проходимым дважды навстречу, сократят-

сократятся, и мы получим интеграл по контуру области, а интегралы по

площадям сложатся.*Таким образом, достаточно доказать форму-
формулу C.28) для элементарного параллелограмма.

21. Ориентация. Формула Стокса C.28) предполагает согла-

согласованный выбор положительного обхода по контуру и положи-

положительной стороны поверхности для интеграла по поверхности.
В некоторой точке М поверхности S можно произвольно уста-

установить положительное направление вращения. Это положитель-
положительное направление вращения можно шаг за шагом переносить
от точки к точке по принципу непрерывности.

Обозначая буквами М, М', М", М'" вершины криволиней-
криволинейного параллелограмма (фиг. 1) так, что смещение ММ' вдол ь

линии и и смещение ММ" вдоль л инии v соответствуют симво

лам дифференцирования

ди

М' М"

ми
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Смещение М'М" тоже идет вдоль линии v, а М" М"—вдоль
линии и, но уже с новыми значениями и или v так, что можно

положить

ЛГ" М'

m(d)
М'

Г = ш (8) -f d ев (8), Г = —
М' М"

Складывая, получим для интеграла по контуру

ю = ш (rf) + { ю (8) + d ю (8)) + { - ш (d) - 8cu (rf)}

т. е. элемент интеграла по поверхности в правой части равен"
ства C.28). Если это направление будет сохраняться при об-

обходе по каждому замкнутому контуру, то поверхность будет
называться ориентируемой (двусторонней).

Точно так же можно ориентировать поверхность, присоеди-
присоединяя к каждой точке бивектор (совокупность двух касательных

векторов, взятых в определенном порядке).
От ориентированной поверхности нетрудно перейти к ориен-

ориентации контура (положительное направление на контуре). Если
взять точку М на контуре и первый вектор из точки М напра-
направить вне области, ограниченной контуром, а второй по касатель-

касательной в положительном направлении контура, то ориентации кон-

контура и поверхности будут согласованы, если построенный би-

бивектор будет положительным относительно выбранных для ориен-
ориентации поверхности бивекторов.



ГЛАВА IV

ОБОБЩЕНИЕ

22. Внешние дифференциальные формы любого порядка.
Рассмотрим внешнюю квадратичную форму

ы) = atJ [dx1 dxJ]

и присоединенную билинейную форму

ш (d, 8) = V atj (dx1 brf — dx' bxl).

Написанное для трех символов, дифференцирования
выражение

d», d3

D.1)

не будет содержать дифференциалов второго порядка. Чтобы

доказать это, достаточно рассмотреть один член

A [dx dy] = A
dx dy
Ьх by

Выражение D.1) будет содержать только следующие члены со

вторыми дифференциалами

xx dxy
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В силу переместительности символов дифференцирования

и аналогичные уничтожаются и остаются только

itA d^A d3A
ixx d2x d%x =[dAdxdy].
ixy d2y

Это трилинейный ковариант, или внешний дифференциал квад-
квадратичной формы со:

J^ D.2)

Отсюда правило внешнего дифференцирования внешней формы
любого порядка: если внешняя форма со порядка р имеет общий
член вида

Aldx1 dx2... dxP], :

то внешним дифференциалом da называется внешняя форма
порядка р + 1 с общим членом

[dAdxl...dxP].

Внешнее умножение внешних форм любо-
любого порядка. При внешнем умножении двух внешних

форм порядков р н q каждый член одной формы умножается на

каждый член другой с сохранением порядка множителей, а при
перемножении одночленов коэффициенты перемножаются, а ли-

линейные формы каждого одночлена переписываются с сохранением
порядка.

Если мы перемножим внешним образом формы порядков р и q

и с общим членом A-[dx]dx*... dxP],

и с общим членом В [dyxdy2... dy"],

то получим внешнее произведение порядка p-\-q

[ш ш] с общим членом АВ [dx1 dx2... dxP dy1... dy"]. D. 3)

Пр|авйло дифференцирования произве-
произведен и я в н е ш них форм. Допустим, что мы дифференци-



руем произведение D.3). Общий член внешнего дифференциала
d 1ю ю ] будет

[d {АВ), dx1... dxP dyx... dyi] =

= В [dAdx1.. . dxPdyx... dtp] + A [dBdx1. . . dxPdy1... dyi].
r

Первый член можно написать в виде

В [dAdx1. ..dxPdy1... dyi] = [d о, ш].

Второй член, если dB поменять местами по очереди с дифферен-
дифференциалами dxi, . .

., dxP, меняя каждый раз знак, преобразуется в

A [dBdx1. .. dxPdy1... dtp] =

= (— 1)" [Adx1... dxPdBdy1... dyi] = (— \)p [ш d o>].

Итак,

d [со H = [d<u ш] + (— \y [со dw], D.4)

где p
— порядок первой формы ©.

23. Теорема Пуанкаре. Второй внешний дифференциал
от дифференциальной формы тождественно равен нулю.

Рассмотрим один из членов формы со

A[dxx.. ЛхР].
*

Внешний дифференциал его равен

[dAdx1. . . dxP]. D. 5)

Если А —функция переменных х1, х* хр, то dA будет ли-

линейной комбинацией дифференциалов dx1, dx2, . .
., dxP, и внеш-

внешнее произведение D.5) обращается в нуль. Если А — функцио-
функционально независимо от ж1, . .

., хр, т. е. содержит хотя бы одну не-

независимую переменную хр+1, то, сменив базис, можно считать

dA за дифференциал новой независимой переменной.
Поскольку теперь коэффициент при произведении диффе-

дифференциалов равен единице, а при составлении внешнего диффе-
дифференциала надо умножить слева внешнее произведение диффе-
дифференциалов на дифференциал коэффициента, а он будет равен
нулю, то мы получим

d(do)) = 0. D.6)
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24. Формула Остроградского.

Г Г (Ady dz-+ Bdz dx + Cdx dy) =

Речь идет о распространении этой формулы на n-мерное про-
пространство. В пространстве п измерений рассмотрим трехмерную
область D (т. е. предположим, что существует система парамет-
параметров и, v, w такая, что можно каждой точке области D сопоста-
сопоставить взаимно-однозначно тройку чисел и, v, до), ограниченную
двумерной поверхностью F. Если со — внешняя квадратичная
форма, то имеем

Уф <4-8>

Предположим, что область D ориентируема, гомеоморфна
аналитическому кубу, т. е. можно выбрать параметры и, v, w

так, чтобы они устанавливали взаимно-однозначное и непре-
непрерывное соответствие между точками области D и точками анали-

аналитического куба. Ориентацией может служить тривектор, обра-
образованный координатным трехгранником, направления трех осей

которого соответствуют положительным приращениям da, dv
и dw (фиг. 2).

Фиг. 2

Введем символы дифференцирования
д , д , д

1
ди dv

' a

dw

 8



Внешний дифференциал da> в трилинейной форме запишется

d ш (d^dj) = d1 ш (rf2d3) + d% ю (d3di) + d3 °> (di4s)-
После интегрирования по объему «параллелепипеда» MMXM2M3
получим

f Г f d ш (d^,) = - J f »DA) + fj
- f f ш (d8di) + jJ »(dA) - JJ »(dA) + J f
MM^PMi MiQSR ММДМп M.PSM.PSR

Согласование знаков: если бивектор AlAliMa отрицателен, то

тривектор ММ'3МгМг отрицателен; если бивектор M3PQ по-

положителен, то и тривектор МзМ"з PQ положителен и т. д. Это

преобразование можно обобщить на любое число измерений.
Пусть дана область D размерности р + 1 и ее граница F—р из-

измерений. • Допустим, что область допускает ориентацию, т. е.

можно задать положительный порядок векторов репера в каждой
точке, непрерывно переносимый от точки к точке. Ориентация
области D переносится на ее границу F, именно, если точка М

лежит на границе F и МТ внешний вектор (направлен из точки М

во внешнюю часть пространства), аМТх, МТг, . .
., МТ„ — век-

векторы внутри р-мерного многообразия F, то поливектор MTi. . .Тр
положителен, если объемлющий поливектор МТТХ. . . Тр по-

положителен, при этих условиях

(р) (P+D

f ш = Г d о). D. 9)

25. Обобщение теоремы 1 п. 12. Теорема. Необхо-
Необходимым и достаточным условием, чтобы внешнее произведение
формы F на линейную форму f обращалось в нуль, будет равенство
формы F произведению f на подходящую форму ср.
Доказательство. Это условие достаточно. Если

то

ибо каждый член присоединенной полилинейной формы будет
иметь вид определителя с двумя равными строками. Это усло-
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вие необходимо. Заменим базис линейных форм, включив в но-

новый базис форму /:

Если бы в новом базисе после приведения подобных членов фор-
форма F имела член, не содержащий множителей /

an...p[f\f\...,n DЛ0)

то произведение

[Ff)=>0

содержало бы член

который не равен нулю; ибо все множители f1, /а, . .
., /•р, f —

различные формы базиса, и который не может уничтожиться
с другими членами произведения IFf], ибо форма F имеет только

один член D.10) с таким набором базисных форм.
Пример. Дана форма

о = Pdx + Qdy -f Rdz.

Уравнение со = 0 вполне интегрируемо, если dco = О есть

алгебраическое следствие © = 0.
В силу доказанной теоремы это условие эквивалентно урав-

уравнению

[u),da>]=0.

Поскольку

}[dydz]+(^—2!-ydzdx] +

+(?-¦?)¦**¦•

то условием полной интегрируемости будет обращение в нуль фи-
фигурной скобки.
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А. ГЕОМЕТРИЯ ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА

ГЛАВА V

ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ МНОГООБРАЗИЯ
РЕПЕРОВ ПРИ ЗАДАННЫХ ЙНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ

КОМПОНЕНТАХ m'.m{

26. Многообразие косоугольных трехгранников. Мы воз-

возвращаемся к геометрическим проблемам. В начале второй главы

была поставлена задача: при заданных компонентах со2, ш' ин-

финитезимальных смещении ортонормированного трехгранника

существует ли многообразие трехгранников, допускающих такие

компоненты?
Нам будет удобнее рассмотреть сначала случай косоуголь-

косоугольных трехгранников., когда векторы репера не связаны ника-

никакими дополнительными условиями, кроме условия линейной не-

независимости.

Обратимся к системе A.9)

и допустим, что формы ю', ю/ заданы линейными комбинациями

дифференциалов du* с коэффициентами класса С1. Если система

(I) допускает решение, то подставив его в уравнения (I), мы

получим тождества, которые можно почленно дифференциро-
дифференцировать.

Дифференцируя внешним образом в этом предположении обе
части равенств (I), мы получим в левой части нуль (внешний диф-
дифференциал от полного дифференциала), а в правой части будет
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или, внося по формулам (I) de(, dey, получим

[<о/ ш'] еу + ^А о)' = О,

[«в*©/]еЛ + еуйт/ = О;

сменив в первых членах индексы суммирования (в первом урав-
уравнении i на /, во втором k на /) и вынося за скобку общий множи-

множитель соответственно е(- или е,-, будем иметь

1
EЛ)

По условию базисные векторы е,- линейно независимы, следо-
следовательно, обращаются в нуль выражения в фигурных скобках

do/ = [ш* о)/],
J

Это структурные уравнения пространства. Им должны удовле-
удовлетворять решения системы (I), если они существуют. Покажем,
что эти условия не только необходимы, но и достаточны, чтобы

система (I) определяла многоообразие трехгранников.
Теорема. Если линейные .формы со', со{ удовлетворяют

структурным уравнениям (II), то система (I) вполне интегрируе-
интегрируема, и для всякого начального положения невырожденного трех-

трехгранника То (совокупность векторов Mo, ei в точке Мо) опреде-
определяет многообразие реперов, получаемых из начального То под-

подходящими афинными преобразованиями.
Действительно, мы видели, что внешнее дифференцирование

уравнений системы (I) приводит с помощью уравнений системы

к системе E.1). Уравнения этой системы обращаются в тождества,

если формы со', щ удовлетворяют структурным уравнениям (II).
Следовательно, система (I) в условиях теоремы вполне интегри-

интегрируема, и для всяких начальных значений координат вектора Мо

и независимых векторов е? для и" = и^ существует решение
с таким числом независимых переменных и" (не больше 12),
с каким числом этих параметров заданы линейные дифференциаль-
дифференциальные формы ю(, а{.
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27. Многообразие ортонормированных трехгранников.
Уравнения инфинитезимальных смещений ортонормированного
трехгранника A.1) представляют частный случай общей системы

A.9). Следовательно, доказанная теорема существования реше-
решения распространяется и на эту систему. Однако здесь мы имеем

добавочные условия A.3) п. 2. Докажем, что если начальный

трехгранник То удовлетворяет этим условиям, то и все трех-
трехгранники Т интегрального многообразия будут им удовлетво-
удовлетворять. Запишем уравнения A.3) более компактно в виде

XX = 8,, 8у = Р'если:1-/ E.2)10, если i ф ].
к '

Мы предполагаем, что условия E.2) удовлетворены в точке Мо,
т. е. для и* = «о.

Обозначим вообще

Дифференцируя это тождество и пользуясь уравнениями A.1),
получим

или в силу E. 3)

E-4)

Прн заданных формах <в* это система дифференциальных урав-
уравнений (в полных дифференциалах) для неизвестных функций
gij. Мы видели (теорема 1, п. 16), что такая система допускает
не более одного решения с начальными значениями

gtj = Ьц для и" = и'о, E. 5)

но такое решение очевидно; оно определяется, теперь для всех
значений переменных и" , уравнениями E.5) После подстановки
значений E.5) в левой части получим нули, а в правой

<•>?**/+ <">?*/* = О,

или

ш/ + «J = О,

что, очевидно, удовлетворено в силу A.4).
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Следовательно, достаточно выбрать ортонормированным на-

начальный трехгранник, чтобы все трехгранники обладали этим

свойством и мы имели решение нашей задачи,
28. Многообразие косоугольных трехгранников с задан-

заданным линейным элементом. Ортонормированный трехгранник

имеет все базисные векторы \t взаимно-перпендикулярными с

длиной, равной единице. Такие трехгранники, если они одной
ориентации (например, все правые, как мы условились в п. 1),
конгруэнтны. Поэтому мы говорим, что система A.1) при
условиях A.4) и (II) определяет движение трехгранника в про-

пространстве, а система A.1) при условии (II), но без уравнений
A.4) определяет инфинитезимальные афинные преобразования
трехгранника.

Однако ие следует думать, что это заключение неразрывно
связано с ортонормированностью реперов. Легко заметить,
что уравнения A,4) представляют частный случай системы E.4)
и получаются из нее в силу соотношений A.3). Если мы сохраним
систему E.4) и зададимся произвольным начальным репером

(невырожденным), т.е. для и" = «о значениями векторов Мо, el
лишь бы векторы е? не лежали в одной плоскости, то различным
начальным реперам будут соответствовать афинные преобразо-
преобразования полученного многообразия трехгранников, ибо существует
одно и только одно афинное преобразование пространства, ко-

которое переводит начальный трехгранник в произвольно задан-
заданный (невырожденный) трехгранник, а если совпадут началь-

начальные реперы, то совпадает все первое многообразие реперов со

вторым, так как линейное с постоянными коэффициентами афин-
афинное преобразование векторов одновременно в левой и правой
частях уравнений A.9) не меняет относительных компонентов

оэ', ео{.
Если же мы преобразуем начальный репер, сохраняя началь-

начальные значения коэффициентов A.10)

то система E.4) дает то же решение и в каждой точке останется

тот же линейный элемент пространства A.12) Все расстояния

будут сохранены и преобразование интегрального многообразия
реперов будет простым перемещением (ср. п. 32).

29. Интегрирование системы (I) методом инвариантно-
инвариантности форм. Рассмотрим все ортонормированные трехгранники
обычного евклидова пространства. Они определяются тремя коор-
координатами х, у, г вершины М и тремя эйлеровыми углами в,
ср, i|>, определяющими поворот трехгранника.
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Подсчитаем для этих трехгранников компоненты инфинитези-
мальных смещений

<о'(х, у, г, 6, <р, Ф; ix, Л/, dz, db, d ?, dф),

Это линейные формы, соответствующие любому действительному
перемещению ортонормированного трехгранника в пространстве.
Следовательно, они удовлетворяют уравнениям структуры

E6)
d «/ =' [ ?] )

Если существует решение системы A.1) для форм(ог,о{, которое
соответствует перемещению трехгранника в пространстве, то

должны существовать такие функции х, у, г, 6, <р, я|) от перемен-
переменных и*, чтобы удовлетворялись уравнения

о{ (jc, ..., ф , dx d ф) = о/ (и1,... ,«6; du\... ,d«6)J
Это, очевидно, система в полных дифференциалах. Дифференци-
Дифференцируя внешним образом обе части уравнения, получим

d «о* =

яли. в силу E.5) и E.7)

[<о* ш/] = [ш* с»/].

Очевидно, в силу E.7) эти уравнения удовлетворены. Следова-
Следовательно, система E.7) вполне интегрируема, и для всякого началь-

начального расположения трехгранника

х = х°, у = у0, г = г°,

6 = 6°, <р = <р°, ф = ф° для ,«" = «g

имеется единственное решение, определяющее движение трех-
трехгранника Т,.

45



Замечание. Примененный здесь метод сравнения ком-

компонентов со и to является методом определения преобразований
группы движений трехгранника. Уравнения (II)—структур-
(II)—структурные уравнения группы, формы со4,сй{— инвариантные формы груп-
группы.

30. Частные случаи.Евклидова плоскость. Имеем две оси.

Ii, h, три формы а1, со2, со?, три параметра х, у, б (фиг. 3).
со1, со2— проекции вектора (dx, dy)

у| соответственно на оси llf I2. Имеем

о1 = dx-cosQ + dy-s'mb,

E.8)

Условия (II) удовлетворены:

do1 = [оJш'],

Фиг. 3 cf о>2 ==0.

Действительно,
I = — sin в [dd dx] + cos б [d в dt/] = [d 0o>2] = [ш2 ш2] =

и аналогично два остальных.

Пример. Зададимся формами
оI = du — vdw,
ш2 = dv + «duy, E. 9у
о2 = da).

Система (II) удовлетворена. Следовательно, эти формы опреде-
определяют прямоугольный репер, если начальный трехгранник будет
прямоугольным. Применим второй метод. Из сравнения уравне-
уравнений E.8) и E.9) получим

dx-cosQ + dy-sinQ = du — vdw,
— dx-sinO + d(/-cos6 = dv + udw,

dQ = dw.

Из последнего уравнения интегрированием получаем

6 = w -\- с, с — const.
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Из двух первых уравнений определяем dx:

dx = cos(w + c)-du — sin (w -\-c)dv —

— {v cos (w 4- c) -f и sin (w -f c)} dw,

откуда посредством квадратуры получаем

х = и cos (w + с) — v sin (w -f с) -f- a.

Аналогично

у = usin (w 4- c) + ycos (ш + c) + 6,

a,b = const.

Уравнения (II) являются уравнениями структуры группы дви-
движений.

Теория поверхностей Дарбу. Дарбу рассматривал движения,
зависящие от двух параметров. Он полагал

вI = I du + ^ dv, uK = pdu 4-

uJ = Т| d« 4- Yii ^w, Ц == qdu + qxdv,

вK = С rf« 4 Cx du, oJ = rdu 4- r^u.

Условия (II) тогда принимают вид:

первая серия

-^--^-(¦nh-^ + m.-^q) E.I0)

и т. д. одновременной круговой заменой двух серий букв I, -q, С
и р, q, r,

вторая серия

и т. д. круговой заменой букв р, q, r.

31. Пространства трехгранников. Семейство трехгранников
с общим началом. Как определить его дифференциальными урав-
уравнениями?

Поскольку начало М неподвижно, имеем

Ш1 = 0, ш2 = 0, ш3 = 0. .

• E. 12)
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Это система уравнений с тремя неизвестными функциями от

трех независимых переменных. Система вполне интегрируема;
это очевидно из геометрических соображений (такое семейство

существует), но можно и непосредственно проверить обращение
в тождество уравнений (II).

Семейство трехгранников с общей плоскостью. Оно опреде-
определяется системой:

оK = о, оK = 0, оK = 0.

Система вполне интегрируема.

Семейство трехгранников с общим ребром 13. Такое семейство

трехгранников определяется системой

ш1 = 0, о>2 = 0, of = 0, (в' = 0. E. 13)

Эта конфигурация зависит от 4 произвольных параметров, что

соответствует известному факту: трехмерное точечное простран-
пространство по отношению к новому образующему элементу

— прямой
будет четырехмерным.

Точка как конфигурация трехгранников. Точку как

конфигурацию трехгранников можно определить еще иначе.

Рассмотрим трехгранник и точку А с координатами а\, аг, аз

относительно этого трехгранника. Потребуем, чтобы эта точка

оставалась неподвижной при смещениях трехгранника внутри
семейства.

Имеем

Здесь модуль вектора А — расстояние от неподвижного начала

до точки А (а1, а2, а8).
Дифференцируя, в силу неподвижности точки А, имеем

-f a>d\x + аЧХ2 + аЧХ3 = О,

или, внося значения <Ш, d\i по формулам A.1) и приравнивая-

нулю коэффициенты при независимых векторах h, Ь, Ь, получим

E.14)

UI

0)S

ОK

+

+

+

a2

a1

a1

Ш2

0,2

0K

+

-f

+

О 1

a3 о)'

•a3-oJ

a2 oK

= 0,

= 0,

= 0.

Эта система вполне интегрируема.
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Таким образом, можно рассматривать трехгранники как кон-

конструктивный элемент пространства и определять точки, плоско-
плоскости, прямые как конфигурации трехгранников.

Откуда следует эквивалентность различных определений
точки?

Положим

= оI -f- а2 оJ -|- °3 о>з,„i —

0)

ш3

<»3

= ш -1

= o>4

= a>23,

= «i.

-a1

-a»

0J-

0K-ha2

U>2,

ОK,

0J = 0J

Новые формы <о<, ю{ удовлетворяют условиям (II), и точка будет
определяться посредством

wi = 0, ш2 = 0, ш3 = 0.
. E.15)

Рассмотрим две системы параметров х,у, . . .,i|), х'', у', . . .,i|/,

обозначим через <а = ш (х',..., ф'). Система

СО' = О)', О)/ = О)/ E. 16)

вполне интегрируема. Это — система 6 уравнений для 6 неиз-

неизвестных функций х', у', г'', б', ср', <|/ при 6 независимых перемен-
переменных х, у, г, в, ср, <[).

Выбирая начальные данные, получим, что всякому переме-
перемещению трехгранника Г (х, у, г,... ф) в 7\ (*!, ^. .., фх) будет
соответствовать перемещение трехгранника Т' (хг, у',..., ф')
в 7"! (лс'ь у\,'... ,ij)i), причем все формы ш', ш/ соответственно

равны и', w'j и будут представлять одно и то же перемещение

в пространстве.
Уравнения E.16) определяют совокупность перемещений

в пространстве.

4 Заказ 533
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ГЛАВА VI

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА МЕТРИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

32. Неизгибаемость точечного пространства. Теорем'а
В е й л я. Формы со1, со2, со3, заданные в функциях параметров it*
так, чтовершины трехгранников заполняют трехмерную область

пространства (т. е. формы со' линейно независимы), однозначно

определяют формы а>1, соз, со?.
Доказательство (общий случай). Уравнения (II)

п. 26

do>< = [ш* u>g (И,)

имеют только одно решение.

Допустим, что будет два решения со* и <о{; обозначим

A)' = О)| Щ-

Тогда, составляя разность левых и правых частей двух уравне-

уравнений (II), одного — для решения со|, другого для со*, получим

откуда по лемме Картана получим

4U-4*. F-2):
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С другой стороны, в силу антисимметричности форм со? имеем

<*% - - ci> (в- з)

откуда, применяя по очереди преобразования F.2) и F.3), по-

получим

ri /А fJt rk fk (i П

И

щ = и, т. е. щ = щ-

33. Геометрический смысл теоремы Вейля. Будем рассмат-
рассматривать преобразование семейства трехгранников, устанавливаю-
устанавливающих точечное соответствие пространств.

Рассмотрим две окрестности: точки М первого и соответствую-
соответствующей ей точки М' второго семейства. Предположим, что эти окрест-
окрестности равны до бесконечно малых второго порядка. Тогда, пере-
перенося все первое семейство трехгранников так, чтобы точка М
после переноса совпала с точкой М\ мы можем совместить их

окрестности первого порядка. Такое преобразование называется

изгибанием пространства.

Теорема утверждает, что единственные изгибания нашего

пространства будут простыми перемещениями; иначе говоря,
точечное пространство неизгибаемо.

Вот некоторые подробности этих рассуждений.
Точке Мо соответствует некоторая тодка Мо так, что инфи-

нитезимальная часть пространства, окружающая точку Мо (вмес-
(вместе с ней самой), равна соответствующей части, окружающей

точку Мо. Присоединим к точке Мо трехгранник Т с началом

в точке Мо; ему соответствует трехгранник То с началом Мо.

Если (со') — иифинитезимальный вектор М0М и (со*) — соот-

соответствующий ему вектор М0М, то рассматриваемое преобразо-
преобразование определяется уравнениями

ОI = (В1, ОJ = ЦJ, (О3 = UK. F. 4)

Действительно, перенесем второе семейство трехгранников так,

чтобы То совпал с То. Допустим, что точка М перейдет при этом

в точку М'. В силу равенств F.4) мы видим, что точка М совпа-

совпадает с М вплоть до бесконечно малых второго порядка (точка
М предполагается инфинитезимально близкой к точке Мо),

4*-
*
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: Обратно, рассмотрим точечное преобразование, которое части

пространства вокруг точки Мо сопоставляет равную ей часть

пространства около Мо.
Поставим в соответствие реперу То трехгранник То, который

в перемещении, приводящем к совпадению соответствующие
окрестности двух пространств, совпадает с трехгранником 7Y

Тогда имеем

О)' = <!>'

откуда

и преобразование будет простым перемещением пространства
как твердого тела.

Замечание. Полученное свойство не так очевидно.

Это можно увидеть на примере тангенциального пространства
(пространства плоскостей).

34. Изгибание тангенциального пространства. Рассмотрим
две точки М и М' и в них трехгранники Г и Г. Пусть некоторая
точка Р имеет относительно триэдра Т координаты х, у, г, а от-

относительно триэдра V
—

координаты х', у', г'.

Тогда, проектируя радиус-вектор М'Р на оси первого трехгранни-
трехгранника Т, получим

* = ">'+*'1Л + i/'I2i2 + z' ГзЬ F.5)

и два аналогичных выражения для у и г.

Кроме того, по формулам A.1), считая точки М я М' инфи-
нитезимально близкими, имеем

i; - Т} + dh =\ + <•>? u + «fis.

Следовательно, уравнения F.5) примут вид

X == <о> + Х' + у' 0I + Z' 0I,

/"I

и, обратно,
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x' = — ш1 -f- x — у u)^ — г ев',,

г' = — о3 + z — хш3

Отсюда следует, что трехгранники имеют одну и ту же плоскость

ху, уравнения г = 0 и г'— 0 совпадают, если

о,3 = 0, «K = 0, о,з = 0.

Иначе, уравнение плоскости z' = 0 относительно трехгран-
трехгранника Т в общем случае будет

2 = (в3 + XUK + i/ш3,.

Следовательно, формы
UK, (О3

являются тангенциальными координатами инфинитезимально
близкой плоскости. Эти формы будут линейно независимы, если

семейство плоскостей содержит все плоскости в некоторой трех-
трехмерной области пространства, что мы и будем предполагать.

Рассмотрим теперь два пространства плоскостей (или два
раза одно пространство) и в каждом пространстве семейство

трехгранников, инфинитезимальные смещения которых опре-

определяются формами ©', ©(для первого, (о',со{—для второго.Можно
считать, что формы©', ©i написаны для переменных иа , а формы

ю', <¦>( — для Vй .

Рассмотрим соответствие, которое устанавливается междУ
трехгранниками системой

UK = Ш3, Ш3 = UK, Ш3 = Ш3. F. 6)

Нетрудно проверить, что эта система вполне интегрируема, но

она устанавливает соответствие не между трехгранниками пер-
первого и второго пространств, а между семействами трехгранников,
именно: если в первом пространстве трехгранники описывают

семейство с общей плоскостью ху, то

ч 3 3 г\ ¦ ¦

Шл = О)] = («2 = U,

а, следовательно, в силу F.6)

ш3 = ш3 = ш3 =0,

и, значит, соответствующие им трехгранники BTopqrq простран г
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ства тоже образуют семейство с общей плоскостью х'у'. Таким
образом, система F.6) устанавливает соответствие между пло-

плоскостями первого и второго пространства.

Рассмотрим теперь две соответствующие плоскости Ро и Ро
первого и второго пространства и два соответствующих им ре-

репера То и То.

Перенесем все второе пространство с его плоскостями и трех-

трехгранниками так, чтобы плоскость Ро с овпала сплоскостью Ро
и трехгранник То совпал с трехгранником- То.

Рассмотрим какую-нибудь плоскость Р в инфинитезималь-
ной окрестности плоскости Ро первого пространства и соответ-

соответствующую ей в соответствии F.6) плоскость/5 в инфинитезималь-
ной окрестности плоскости Ро второго пространства.

Прежде всего заметим, что соответствующая плоскость Р дей-
действительно окажется инфинитезимально близкой к плоскости Ро.
Дело в том, что плоскость Р относительно трехгранника Т,
имеет координаты

о 3 3
«>•, щ, щ;

в силу соответствия F.6) плоскость Р относительно репера То
имеет координаты

которые в точности совпадают с координатами плоскости [Р.
Следовательно, после перемещения второго пространства и сов-

совпадения плоскостей Ро с Р и трехгранников То с То, плоскости

Р и Р будут иметь одни и те же координаты (до бесконечно малых

второго порядка) относительно одного и того же репера То;
следовательно, они совпадают до бесконечно малых второго
порядка.

Так определяется изгибание первого порядка в пространстве
плоскостей. Обратно, если две плоскости совпадают вместе со

своими бесконечно близкими (до бесконечно малых второго по-

порядка), то и координаты плоскостей относительно общего репера
совпадают (до бесконечно малых второго порядка); следова-

следовательно,

UK = (О3, О>3 = ОK^ Ш3 __ Ш3 ^g_ gj

Следует ли из этих равенств совпадение остальных компонентов
и конгруэнтность обоих пространств?
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Рассмотрим последовательно внешние дифференциалы форм
F.6), используя везде эти равенства для замены титлованных

форм © обыкновенными со. Имеем:

для трехгранника Т для трехгранника Т

dms = [ш1 и>3] + [ш2 0K], d<os = [ш1 ш3] + [ш2 0K],

^0K = [«,2 „8] t ^щв^^щЗ^

d0K = [(I)' CD»], if0K = [<!)' U>3].

Сравнивая равенства двух последних строк, имеем

[о)' - о)', оK] = О,

откуда в силу теоремы 1 п. 12

ш2 — UJ _ ашЗ(

Складывая почленно эти равенства в силу w? + <4 = 0, получим

откуда при линейно независимых формах ю?, ©г имеем

<•>? = < F.7)

Сравнение уравнений первой строки дает

[оI — оI, 0K] -)- [ш2 — ша, оK] = О,

откуда в силу B.11), B.12)

ОI ОI = ,

"I т^ ^2*

(б. 8)

55



Внешнее дифференцирование уравнения F.7) приводит к тож-

тождеству, а уравнений F.8) — к внешним квадратичным уравне-
уравнениям для da, db, dc, вообще не равных нулю.

Таким образом, изгибание пространства плоскостей не сво-

сводится к простому переносу. Следовательно, тангенциальное про-
пространство менее твердо, чем точечное; в нем можно построить

преобразование, не меняющее малые куски пространства, но

глубоко изменяющие полное пространство.
35. Изгибание плоскости как геометрического места пря-

прямых. Рассмотрим две плоскости с координатами (х, у)тя.{х', у').
Пользуясь формулами и. 30, мы можем на каждой плоскости

задать прямоугольную систему координат, определяемую бивек-

бивекторами (М, /,, 12) и (М', I/, 12'). Тогда на первой плоскости

dM = ш1/, + ш2/2,

dlx = 0)i/2, F 9)
"J2 =.^ — dA;-sin6-fdt/cose, F.10)

и на второй плоскости формы ю1, ю2, о^ выражаются тем"и же

уравнениями со штрихованными переменными х', у', в'.
Устанавливаем соответствие бивекторов

ОJ = (О2, 0J = 0J. F. 1 1 )

Поскольку здесь только два уравнения, а бивектор определяет-
определяется тремя координатами х, у, 6, то соответствие будет устанавли-
устанавливаться между семействами бивекторов. •

Полагая
о>2 = 0, of = 0, F. 12)

мы увидим из формул F.9), что векторы Ь, Ь не вращаются,
а точка М описывает ось х. Таким образом, уравнения F.11)
определяют семейство бивекторов с общей осью х.

Из уравнений F.11) мы видим, что этому семейству иа вто-

второй плоскости соответствуют бивекторы с общей осью х'. Зна-
Значит система F.11) устанавливает соответствие прямых на двух пло-

плоскостях.

Внося в уравнения F.11) выражения F.10), получим

— dx'-sin6'-fdi/'-cose' = — dxsinb + dy-cosb, F. 13)
d6' = d&. .

-

,
¦

¦

Второе уравнение F.13) интегрируется
в' = в + с, с = const,

а тогда первое уравнение F.13) можно записать
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d{-x' sin W + у' cos 6') + (л;'cos 6' -f у' sin б') d 6' =

(xcos6

ИЛИ

d{ — *'sin6' + y' cos 6' + л; sin 6 — у cos 6} =

= {*' cos в' + у' sin в' — x cos в — у sin 6} d 6,

т. е. получаем уравнение

da = уйдо,

которое удовлетворяется любой функцией

u = f(w),

если взять

= v, т. е. v = f(w).
dw

Следовательно, прямая

—р = 0 F.14)

преобразуется в новую прямую по закону

Ь' = Ь + с, f/ = p + f, /.= -^-.
ибо

v = х' cos 6' -|- у' sin 6' + р' — (х cos Ь + у sin 9 + р) =

{ *'sin6'

Преобразование прямой F.14) впрямую F.15)

л: cos F + с) + t/sin F + с) — (р + /') = 0 F- 15)

зависит от произвольной функции

и не является движением плоскости, хотя определяет изгибание

первого порядка плоскости как геометрического места прямых.
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36. Линейчатое пространство. Прямая, или, лучше, семей-

семейство трехгранников с общей осью, определена условиями E.13)

«,' = 0, ш2 = 0, о3 = 0, шз = 0.

Пусть имеем два многообразия (два пространства) трехгранников
так, что

Ш1 = ОI, (О2 = ОJ, (О3 = ОK, 0K _ („3_ F.16)

Всякий раз, как в одном пространстве выделим семейство с об-

общей осью, в другом соответствующие трехгранники тоже обра-
образуют семейство с общей осью, т. е. этими формулами будет уста-
установлено соответствие между прямыми двух пространств. Кроме
того, если перенести второе пространство так, чтобы одна пря-
прямая и один избранный трехгранник ее совпадали бы с соответ-

соответствующими прямой и трехгранником другого пространства,
то всякая бесконечно_близкая прямая совпадает со своей соот-

соответствующей.
Основные уравнения дадут тогда:

для трехгранника Т

doK = [иJш|],

du\ = [<«"uK];

для трехгранника Т после замены F.16)

dm1 = (оJ о>?] + [w3 «зЬ

d (o| =

Из последних двух пар уравнений следует

О)? = (О?.
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Первые дают

[ш3 — со3, о)|] = 0, [о>3 — и>3, «|1 = О,

откуда следует

— шз __ яшз __

а и ? — множители пропорциональности.
Если между©? и D нет линейной зависимости, то а=0= О и

ш3 = ш3,

т. е. линейчатое пространство неизгибаемо.

Линейная зависимость основных форм щ, а>2 показывала

бы, что многообразие"прямых, описываемых осями z трехгран-
трехгранников, не четырехмерное, а трехмерное.



ГЛАВА VII

ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ В ЕВКЛИДОВОМ
W-MEPHOM ПРОСТРАНСТВЕ

37. Преобразование пространства с сохранением линей-
линейного элемента. Возвращаемся к точечному пространству и

будем предполагать его п-мерным.
В теореме Вейля п. 32 мы рассматривали отдельно компонен-

компоненты

для доказательства неизгибаемости пространства. Покажем те-

теперь, что достаточно рассмотреть сумму их квадратов, т. е.

линейный элемент длины

ds2 = (ш1J + (ш2J + • ¦ ¦ + КJ- G.1)

Теорема. Всякое точечное преобразование простран-
пространства, сохраняющее линейный элемент ds2, сводится к простому

перемещению.
Эта теорема сильнее предыдущей. Ранее мы требовали, чтобы

при перемещении точки М' в точку М всякая инфинитезимально
близкая к М' точка М\ перешла в соответствующую точку Мх
окрестности точки М. Теперь мы требуем только равенства длин

Для доказательства теоремы рассмотрим лемму.
Лемма. Линейный элемент ds2 зависит только от коор-

координат вершины трехгранника и их производных.
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Пусть имеем п независимых пфаффовых форм ;

ОI, ОJ, . . .
, О)",

выраженных с помощью г>п переменных и удовлетворяющих
условиям

о){ + coj. = 0. •

G. 2)

Докажем, что линейный элемент

ds2 = (o)iJ + (»«)«+ . . . + (о)"J . .

можно представить в виде

ds2 = gtJ dul &и> (i,j--=l,...,n).

Система уравнений

о1 = 0, иJ = 0 ,.
. .,

со" = 0 G.3)
вполне интегрируема, ибо, согласно системе (II), внешние диф-
дифференциалы Лог, или [ю*(о?], обращаются в нуль в силу уравне-
уравнений системы G.3).

Эта система имеет п первых интегралов.
Обозначим их

[и1, иг, . . .
,
и".

Они определяют положение вершины М трехгранника, ибо при

и1 = const, ы2 = const,..., ип = const

все формы to' обращаются в нуль и точка М стоит на месте.

Дополняем эти п переменных еще г — п другими и принимаем
их за новые независимые переменные

и1, и2, . . . ип,ип+х,. .. ,иг.

Тогда

ds> = gi/duiduJ (/,7=1,2 я).

Докажем, что все gy не зависят от ип+1, . .
.,

иг.

Введем два символа дифференцирования:
d — перемещение вершины, т. е. изменение и1, . .

., и";
о — изменение вторичных параметров ил+\ . .

.,
иг.

Надо доказать, что
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Так как Ьи' = О, то

bdul = d^ul^0 <» =' 1 п),

и потому

(о'(8) = 0. G.4)

Обозначим

<*{(*) =е{. G.5)

В применении к этим двум символам дифференцирования урав-
уравнение (Hi) может быть расписано в виде билинейной формы

|(о* (8) at (8)

или в силу G.4) и G.5)

G.6)

где в правой части обычное произведение.
Дифференцируя с символом б наше выражение

получим

о(ск2) = 8У1(и>0а = 2Уа)'8ш'= -2Ve| <«<«>*,

но в силу уравнения G.2) форма е{ так же, каксо?, кососиммет-

рична, и, суммируя по сочетаниям, будем иметь

?

= _ 2 V («i + ef) ш' wft = 0.

с.*)

Итак,

и лемма доказана.
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Геометрически формула
5(»' = — e>kwk G.6)

дает изменение при переходе от одного трехгранника к другому
с той же вершиной; и' — компоненты вектора смещения верши-
вершины, За' есть изменение компонентов и' при бесконечно малом

преобразовании координат (поворот осей).
Обращаемся теперь к основной теореме метрической геометрии.
Доказательство. Так как ds2— положительно опре-

определенная дифференциальная форма, то ее всегда можно предста-
представить в виде суммы квадратов

ds2 = (с»1J + Ю2 +.... + Ю2.

Выберем в точке М ортогональный репер так, чтобы величи-

величины и1, и2, ...,©" были координатами точки М' (ММ'= ds)
по отношению к этому реперу. Допустим пока, что это возможно.

Выбирая таким же образом репер в точке М второго про-

пространства, получим со' = со', откуда и следует теорема.
38. Равносильность приведения линейного элемента к

сумме квадратов и выбора репера ортогональным. Докажем

лемму, на которую мы ссылались.

Лемма. Всякое представление квадратичной формы dss
в виде суммы квадратов

. ds2 = (ш1J + (ш2J + ... + (ш«J G.1)

приводит к ортогональному реперу.
Эта лемма следует из формул A.10), A.12); если gif

= 5^.,
то скалярные произведения базисных векторов е^/Цф]) равны
нулю и векторы ортогональны; но мы дадим прямое доказатель-
доказательство.

Пусть имеем линейный элемент вида G.1); проведем коорди-
координатные линии, определяемые уравнениями

* * 1 1, если i = k,

где k = 1. . .
., п, нрассмотрим единичные векторы касательных

к этим линиям. Выражение G.1) дает нам правило подсчета квад-

квадрата вектора и его модуля.

В частности, векторы lit определяемые уравнениями G.7),
имеют компоненты

ЦA,0, ...,0), 7,@, 1 0) Тл@, 0 1) G.8)
и будут единичными.
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Скалярное произведение векторов U и V определяется как

коэффициент при 2Х в развертывании квадрата линейной комби-
комбинации

A4- X VJ = U2 + 2 X U V + X2 V2.

Между тем для векторов G.8) линейная комбинация \г+к12 имеет

координаты

отсюда квадрат ее по формуле G.1) будет

а при развертывании

откуда 1г 12= 0, и векторы ортогональны.
Можно дать кинематическое истолкование этой теоремы.

Назовем прямыми линии, дающие минимум для ds2. Они пе-

перейдут после преобразования в прямые, так как по условию

dsa сохраняется. Отрезки сохранят свою длину. Пусть материаль-
материальная система обладает подвижностью, но так, что расстояния
между точками сохраняются. Система тогда не деформируется,
а переносится как одно целое.

39. Конгруэнтность и симметрия. Если ds2 дано, то простран-
пространство известно. Два пространства с одним ds2 могут быть совме-

совмещены простым перенесением. Но существуют два вида переме-
перемещений: движения первого рода, или собственные движения, ко-

которые при совмещении фигур приводят к конгруэнтности, и

движения второго рода, или движения вместе с симметричным

преобразованием, которые при совмещении фигур обнаружи-
обнаруживают их симметричность. Осталось выяснить одно сомнение,

будут ли представлены движения первого и второго рода одним

и тем же аналитическим выражением или для правых и левых

трехгранников инфинитезимальные компоненты движений бу-
будут различны.

Рассмотрим многообразие точек М и систему правых трех-

трехгранников с началом в М и компонентами ю*, <о', заданными
в функциях от и1, и2, и3, и многообразие точек М' и систему ле-

левых трехгранников с началом в М' и компонентами со', coi, за-

заданными в функциях от v1, v2, v3.
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Перемещая левый трехгранник, мы можем совместить точку

М' с точкой М и оси 1Х, 12 с осями 1ь 12, но оси 1а и 1з будут
направлены в разные стороны. Отсюда

Ш1 = ОI, ОJ = (IJ, UK = (О3.

Пользуясь уравнениями структуры

получим

Система

3t W3 = ._ щЗ^

см1 (и, da) = со1 (ы, d«), oJ (v, dv) = оJ (ы, do),

оJ (и, dy) = оJ (u, du), юз (и, dv) = — тЗ (ы, du),

ш3 (v, dv) = — со3 (ы, d«), 0J (о, da) = — и>1 (и, du)

вполне интегрируема, но она не дает движения первого рода.
Если для и1 = u'q, v1 = v[ точка Мо совпала с точкой Мо, то

точки

M(w\ ОJ, ОK) и М(ш\и>2, —оK)

не совпадут и будут симметричны.
Конгруэнтность и симметрия определяются различными

системами уравнений.
40. Определение форм со{ по заданным формам и'. Поста-

Поставим з а д ач у: даныформы со1, со2, . .
., со", определить формы <а{,

так, чтобы они удовлетворяли системе (Hi) п. 32 и были косо-

симметричны:

ш/ + ^ = 0. G.2)

Внешний дифференциал da>1 — квадратичная форма относительно

дифференциалов du1, du2, . .
., du", а следовательно, и отно-

относительно форм со1, и2, . . .,со". Поэтому ее можно представить
в виде

2
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здесь суммирование по сочетаниям. Допустим, кроме того, что

«./ = Т>*. G. 10)

Наши уравнения G.2) и (Hi), G.9) преобразуются

Ту* + Т/л = 0.

«у* = Тд*
-

Т*у • G- 12)

так как при подстановке в (Ih) выражений G.10) сочетание

[аУсо*] получается из двух скобок [со'со/I и [ш*<в?]. Выполняем

теперь над равенством G.12) два раза круговую перестановку
индексов i, j, k, получаем

Ту/ft "ikl/
= ^ijk>

"ik/l T//ft — С/кП

Tift/ T/fti
= ckij-

Вычитая из последней строки две первые, получим в силу G.11)

ckij
—

Cljk
—

Cjkt
Ту*

=

2 G. 13)

Это удовлетворяет всем уравнениям, т. е. и уравнениям (Hi).
Ничто не показывает, что ds2 принадлежит к евклидову про-

пространству.
41. Трехмерный случай. В случае трех измерений можно

поступать иначе; формы w{ означают теперь бесконечно малые

вращения.

Обозначим

) =

AJ _
G. Н)

Система (Ih) принимает вид

doJ = = - (Pi ОI]

[ш2 0K] = -

^:. [ш3ш1].

G. 15)
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Приложим эти формулы к заданному линейному элементу в по-

лярных координатах

ds? = dp2 + a2d62 + p2sina6d tp2;
мы можем принять за компонентыа>1 выражения

co1 = dp, uJ = pd&, со3 = рsin6dec.

Три единичных вектора \lt 12, 13 соответствуют изменений dp,
db и dtp. Составим внешние дифференциалы:

p

duj3 = sin 6 [d p d ф] + p cos б [d 8 d tpj = — [со1 о3] -J-

p

P

Сравнивая с выражениями G.12), имеем

q2 + г3 = 0, ^ = 0, г, = 0,

Pi + гз = 0, г2 = — . Ра = 0.
Р

Pi + 9г = 0, р2 = цг = 0, ?з = .

р

или

Pi
= Чх = ^ = 0. Рг = <72 = 0, г3 = О,

г -

'
п _

ctg6 „ __
1

'2
"

' НЗ
~

' HS
—

>

р ¦ р р

т. е. в силу G.11)

о Ctg 6 ..

; =
—5— ur == cos 9 d ф,

= (о"' = — sin G d cp,
Р

2
= — (и2 = d 0.

Геометрически очевидно, что изменение do не вращает трех-

5* ¦
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гранника, dO вращает около оси Is, «%, вращает около оси

^cosO — I2sin6.
Линейный элемент евклидова'пространстве»..Как можно убе-

убедиться, что ds2 определяет евклидово пространство?
Представляем ds2 в виде суммы квадратов'

ds? = (аIJ •+-... + КJ.

Вычисляем,, как выше, со; и проверяем, удовлетворяют ли они

уравнениям .

- ¦'.,:...

d (»/ = [«>*«,/}. G.16)

Если удовлетворяют, то. ds2 принадлежит к евклидову простран-
пространству.

Рекомендуется проверить это для ds2 в полярных координатах.
42. Абсолютное дифференцирование. Рассмотрим поле

векторов, т. е. допустим, что в каждой точке пространства при-
присоединен вектор с компонентами

(Х\ X2,..., X").

При переходе от точки М к соседней инфинитезимально близкой
точке вектор испытывает изменение (вариацию). Выпишем его.

Вектор

Его дифференциал

или после смены во второй сумме индексов k и h на h и k

Здесь dXk — относительные изменения компонентов вектора;

DXk = dXk

есть полное изменение. Это абсолютный дифференциал. Он сво-

сводится к обычному, если оси остаются параллельными.

Приложение. Ускорение движущейся точки.

Пусть

v\ v2, . . . . vn — компоненты скорости,

ш' = v'dt — компоненты перемещения.

Ускорение есть абсолютная производная скорости.
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Компонента ускорения определяется формулой

Пусть

тогда

dvk

или после подстановки индексов

Когда

Это будет если-;-,А/г + T«ftft = 0, т. е. у меняет знак при изменении

двух последних индексов, но у не меняет своей величины при
круговой замене. Значит, все у^ равны нулю, кроме

Тиз - а".
'

поэтому

(«2
= floI, u>j = au>2, u)j = а«в3.

Но в таком случае

dw\ = [oJ о»'1 = а2[ш:;ш2] = [daoI] -f ad со1 = [daoi1] +

ИЛИ

на произведение Ito2©3] йе делится на to1; следовательно, оба чле-

члена обращаются в нуль отдельно.

Отсюда
'

s

а = 0.
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Значит все dm* = 0, т. е. о>' — полные дифференциалы:

с»1 = du, ш2 = dv, ш3 = dw

и

43. Дивергенция вектора. Дана замкнутая поверхность;
da — элемент площади этой поверхности.

Рассмотрим поток векторов Х(Х\ Ха, X3) через поверхность.
Пусть d и 6 — символы дифференцирования, соответствующие
сторонам бесконечно малого параллелограмма на каждом деле-

делении площади поверхности. Поток векторов через элемент поверх-
поверхности равен

X' X2 X* '

ш1 (d) ш2 (d) с»3 (d)
оI (8) со8 (8) оK (8)

^ш2]. G.18)

о _

Преобразуем двойной интеграл по поверхности S в тройной по

объему V

тогда div X, т. е. дивергенция поля, определяется равенством

iyXKu)^^], G.19)

т. е. дивергенция есть коэффициент при элементе объема

[to1 со2со3] в выражении внешнего дифференциала dQ.

Пример. Определить дивергенцию поля в пространстве,

отнесенном к полярным координатам (п. 41)

iu1 = dp, 6J = pd6, с»3 = р sin6 d».

Теперь формула G.18) запишется

Q = Ху sin 6 [d 6 d <?] + X2 р sin 6 [d<?dp] + X3 р [dpd6],
и внешний дифференциал

d а = — (X1 р2 sin 6) [dpd6dcp] + — (X2 р sin
dp 69

+
-^ (X3p) [dpd6d<pl = div X • o2 sin 6 (dpd6d<pl.
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Так определяется divX; нет необходимости знать формы вра-
вращения СО;.

Другой метод получения дивергенции. Предположим, что

имеем поле векторов X и в каждой точке прямоугольный репер.
Тогда абсолютный дифференциал по формуле G.17)

обращается в нуль вместе с формами со1, to2, со3. Он не зависит от

выбранной ориентации репера; следовательно, он представ-
представляет линейную форму относительно to'. Отсюда

.

'

DX' = Хп ш1 -f Ха ш2 + Хр оK.

Очевидно, DX' не зависит от выбранного репера.
Величины X{k определяют то, что называется производным

тензором вектора X' (п. 51). Чтобы доказать это, достаточно
отметить, что скалярное произведение

инвариантно.
Поскольку теперь

dX Ь М = DX.w' C). = К„ «' (d) wJ (S)

теперь
'

.

то

div X = Хи + Ха + X,.,, G. 20)

т. е. свернутый тензор абсолютной производной вектора.
44. Дифференциальные параметры. Пусть V—любая клас-

класса С2 скалярная функция точки и
N [(

dV = Vy + . .. + Vnm«.

Величины Vt-определяют вектор, который называется градиен-
градиентом функции V

dV =

В ортогональных декартовых координатах

V - '-2L. V - JL. V - -W-
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Дифференциальный параметр первого рода есть ^квадрат
модуля градиента

+... + (VBI. G.21)

Дифференциальный параметр второго рода есть дивергенция
градиента

b*V = Vu + V22 + ... + Vnn. G.22)

В прямоугольных декартовых координатах он равен

™ J* ™. G.23)

В произвольных координатах он определяется уравнением

JJj.VIuI*»*!»3]. G.24)

Пример. Подсчитаем AaV в полярных координатах.
Имеем (п. 41)

u>1 = dp, ttJ = pd6, оK = psin 6d<p,

dV = da A — pd6-; — psinQdcp.
dp ? df\ psinO a»

Значит

,, dV ,r I dV ,r 1 dV

a? p ae

¦ поток векторов равен

- p2 sin 6 [d6d<p] + -^sine[dcpdp]-f-^—-1— [d<pdOj.
aP "aft

T

ay sine

Дифференцируя внешним образом, находим ДгК по формуле

G.24)

A2V p2 sin б [dp dO dcp] = sin 0— /JL р^\ [dp d6 d<p] +
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2

p* dp \др

. i

p2 sip2 sin26

Если У зависит только от р, то



ГЛАВА ЩИ

ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ ТЕНЗОРНОЙ АЛГЕБРЫ

45. Понятие тензора. Тензор — совокупность чисел, при-
присоединенных к точке пространства и определяющих там неко-

некоторый объект (геометрический или физический). Следова-
Следовательно, сам тензор зависит от точки, а не от выбранной
системы координат (репера), хотя компоненты тензора при из-

изменении системы координат (выбора репера) меняются. Впрочем
понятие тензора значительно уже этого определения; как мы

сейчас увидим, тензор связан вполне определенным способом

преобразования его компонентов.

Примером тензора может служить вектор (компоненты век-

вектора). Мы видели [п. 6, формулы A.15), A.16), A.17), A.18),

A.19)], что при неортогональном репере вектор X имеет две

серии компонентов:, контравариантных Хк и ковариантных Хк,
причем скалярный квадрат получается свертыванием ковариант-
ковариантных компонент с контравариантными

XtXl = XjX1 - Х2Х* -f- . . . ХпХ« = X2,

скалярное произведение векторов Хи? — свертыванием контра-
контравариантных компонентов одного множителя с ковариантными
другого

\y=X'Yi.

Все это переносится на тензоры, и последняя формула после та-

такого перенесения становится его определением. Проще всего

строго определить тензор требованием, чтобы после свертыва-
свертывания с достаточным числом ковариантных или контравариант-
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ных компонентов векторов (в остальном произвольных) полу-
получался скаляр, и этот скаляр был инвариантом относительно

выбора репера. Например, компоненты аць определяют трех-
трехвалентный трижды ковариантный тензор, если для контрава-

—>¦ —>¦ —

риантных компонентов трех произвольных векторов X, Y, Z

свернутое произведение

ai/kXW ¦-':•¦ ¦

(&1)

является инвариантом (не зависит от выбора репера).
Теперь мы можем вывести закон инфинйтезимальных пре-

преобразований тензора при вариации репера — закон, который
может служить определением тензора. .

'

¦
.

¦

По формуле G.17) абсолютный дифференциал, компонентов

контравариантного вектора равен нулю при неподвижной точке

приложения вектора:

. : DXk = dXk -r см* Xft = 0. (8.2)

Обозначим вариацию репера символом о и форму ш* (В) символом

е\. Тогда из уравнения (8.2) получим

ВХ* = - ehkX>> = е^Х*. (8.3)

Этим определяется изменение компонентов вектора при ва-

вариации репера.
Для трехвалентного трижды ковариантного вектора аць

мы нашли инвариант (8.1); следовательно, имеет место равенство

o(aiJkX>yW)= 0,

или

о аик ШЛ*
-

щ,к Ш\<Х* - аЦк

или, сменяя указатели ()) во второй сумме, (/) — в третьей и

(а) — в четвертой, получим

; (8 «у*
- в*у*«;* - alhk ef - alJh.e?) X'Y'Z» - 0. ¦ ¦¦'¦

.

Поскольку векторы X1, YJ, Zk вполне произвольны, равняется
нулю выражение в скобках

Это необходимое и достаточное условие для того, чтобы величи-
величины ацк определяли трижды ковариантный тензор.



Аналогично пишутся формулы для вариации контр авариант-
ных векторов.

Дифференцируя с символом о (вариация репера) основное

равенство A.16) п. 6

и пользуясь (8.3) и E.4), получим

lXi = XI bgiJ + gv bXJ = XI (gkj e? + gikef) + gtJe[h X\.

или, сменяя в последней сумме индексы (й /) и пользуясь фор-
формулой A.16), а также тождеством ef -\-e[k~Q, получим

. HX^.efX,,. (8.5)

Теперь для двухвалентного тензора а/, один раз ковариантного
и один раз контравариантного, составляем инвариантное про-

произведение

и, дифференцируя с помощью (8.3) и (8.5), получаем

или

Для ортогонального репера контравар иантные и ковариантные
компоненты совпадают, и расположение вверху или внизу ин^

дексов преследует только обозначение суммирования.
46. Тензорная алгебра. 1°. Свертывание индексов*. Из тензо-

тензора с двумя индексами atj- можно получить свернутое произведе-
произведение (скалярный инвариант)

оно де зависит от выбора осей.

* Для простоты выклаДок мы будем пользоваться ортогональным ре-
репером.

' '¦ ' ' -
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Действительно, сменяя во второй, сумме индексы (k^), по-

получим

S Jан =
-2 e _ ? *

о,

ибо

5
«•,*>

= 0.

Другое доказательство.

Выражения

не зависят от выбора осей, а потому не зависит от выбора осей
и их сумма

или, меняя во второй сумме .индексы (!) и Полагая Y1 = X1,
будем иметь

Это квадратичная симметричная форма, ибо bu = atJ + а}1.
Нетрудно заметить, что ? Ъи — инвариант. Действительно,

i

составим разность

Равенство нулю дискриминанта (характеристическое уравнение)

. . . Ь1п

*»«••¦ *лп -

= 0

не зависит от выбора осей.

Корни X характеристического уравнения будут скалярными
тензорами, а симметричные функции корней — инвариан-
тами; в частности, сумма корней

инвариант.
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2°. Сложение тензоров. Два тензора с одинаковым числом ин-

индексов в попарной сумме компонентов дают тензор

аи + btJ = Су.

Действительно, если а4/- и by— тензоры, то, свертывая каждый
из них с произвольными векторами X', Y}', получаем инвариант,
а потому это будет справедливо и для суммы

Приложение. Всякий тензор можно представить в виде

суммы симметричного и антисимметричного тензоров. Дей-
Действительно,

bi} = ап

есть тензор, ибо bijXiY' = a.jPClYi есть число, независящее от

выбора осей. Отсюда

у.у
= — (atj -\- ау;) — тензор симметричный,

З.у = — (аи — a i) — тензор антисимметричный

3°. Умножение тензоров. Общее умножение. Если

Oi/ и Ьт — тензоры, то

сцш
~

%"ш

есть тензор, ибо, умножая на векторы Х\ YJ, Zk, Uh, V1, получим
произведение инвариантов, следовательно, инвариант:

Внутреннее умножение (или умножение со свер-

свертыванием). Сумма произведений

есть двухвалентный тензор, ибо

есть инвариант.
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Отсюда

ck = 4k

есть одновалентный тензор. Каждое свертывание уменьшает
валентность (число индексов) тензора на две единицы.

Кососимметричныи тензор. Рассмотрим два

вектора X1, Y] и их общее произведение

= XlYK

Составим разность

си = аи -

Это кососимметричныи тензор с —" компонентами. Очевид-

Очевидно c}i — — сЧ.
47. Геометрический смысл кососимметричного тензора.

Мы видели, что кососимметричныи тензор определяется двумя
векторами, взятыми в определенном порядке (бивектор). Чтобы
выяснить его геометрический смысл, определим, когда такие два

тензора будут равны.

Г. Когда вектор Z лежит в плоскости векторов X и Y? Рас-

Рассмотрим уравнения, выражающие это условие.
Если матрица

Х1Х\..Хп
yl у/3 уЯ

имеет все определители третьего порядка равными нулю, то

Z1 удовлетворяют системе уравнений

Zlc2* + ?сл + Z3c™ = 0, „¦ =

ZV' + ZV1 + ZV2 = О,

XlXJ

Y'Y'
(8.6)

Очевидно, положение плоскости векторов XY зависит только

от компонентов c'J бивектора.

Плоскость векторов X, Y входит существенным элементом

в понятие тензора c'J. Чтобы два кососимметричных тензора
с1'', c'J были равны, прежде всего необходимо, чтобы плоскости

векторов (X, Y) и (X*, YJ совпадали.
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2°. Возьмем плоскость бивектора &> за плоскость A,2).
Тогда наши векторы будут иметь только по две координаты,
отличные от нуля

и останется только один компонент тензора cij

все остальные будут равны нулю.
Нетрудно заметить, что этот компонент по абсолютной вели-

величине равен модулю векторного произведения

X хТ= (ХЧ, + ХЧ2) X (К1?, 4- Y42) =

Следовательно, это — площадь параллелограмма, построен-

построенного на векторах X, Y; при этом компонент с12 положителен,

если вращение от вектора X к вектору Y идет в положительном

направлении (относительно выбранного репера I^Ij). Итак,
бивектор с1' есть ориентированный параллелограмм.

Два бивектора равны, если у них одна плоскость (или парал-
параллельные плоскости), одна площадь и одно расположение векторов
(одинаковая ориентация).

Площадь параллелограмма можно заменить любой другой
ориентированной площадью.

Пример бивектора: внешнее произведение [ш^] будет би-

бивектором, представляющим элемент площади: о>' (d) ш-' (8) —
¦- <о'(Ъ) & (d). Сумма бивекторов не всегда будет бивектором.
Всякий кососимметричный тензор можно рассматривать как

сумму (систему) бивекторов.
В трехмерном пространстве кососимметричный тензор

всегда бивектор.
В четырехмерном пространстве, исключая из двух первых

уравнений (8.6) Z1, получим

Za (сы c-il - c23r41) + Z3 си с12 - Zi с23 с12 = 0;

между тем в системе (8.6) найдется уравнение для Z2, Z3, Z*

вида

Умножая его на с12 и прибавляя к предыдущему, заметим, что
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уничтожатся члены не только с Z4, но и с Z3, ибо с2* =й^

Поскольку мы можем считать Z2=?0, получаем
*

С24 С31 _ С23 С41 + С34 С12 _ О
J

Нетрудно проверить, что при условии (8.7) система (8.6) будет
совместна и определит векторы Z, лежащие в плоскости (Х,':

I); тем самым будет доказано существование плоскости, опре-

определяемой тензором &, а следовательно, и пары векторов X, Y,

которые определяют бивектор с1'.

Следовательно, равенство (8.7) является условием того, чтобы
c'J был бивектором в четырехмерном"пространстве-. 'У*-'-' •¦*¦-

48. Скалярное произведение бивектора на вектор и на

бивектор. Ц р о и з в ед е н и е бивектора н а в е:кь

т о'р. Если dij — бивектор, то произведение .г .::..;

будет вектором.
¦'

i ;»;*^

Чтобы выяснить геометрический смысл этого вектора, выбе-

выберем плоскость бивектора за плоскость A,2); тогда а12 Ф 0, все

остальные а,у- = 0 и

bl - - а12 К\ ,Ь2 = а12 X1, Ь3 = . . . .= Ь„: == 0. ,.

Вектор (bi), очевидно, лежит в плоскости бивектора, он зависит

только от проекции вектора X на плоскость бивектора: эта

проекция умножается,на величину площади бивектора:и ровер:.
нута на прямой угрл. ¦. .¦ ;

'¦¦
_

¦

...¦¦.• .л;'

Итак, произведение (bi) есть проекция вектора X на плоскость

atj бивектора, повернутая на прямой угол в положительном

направлении бивектора и умноженная на алгебраическую вели-

Дважды свернутое произведен иге : д в. у.,^
бивекторов. , .,

"

*'?,
%^ = Оц611 + 2а12612+... (8.8)

Это скалярное произведение. Чтобы выяснить геометрический
смысл его, выберем плоскость первого бивектора за плоскость

A,2). Тогда для первого бивектора имеем апФО и все остальные-

Су
= 0. Произведение (8.8) содержит только один член и равно

2 Jmm4
«, ft

6 Заказ 533
si-



Это будет произведение площади первого бивектора на проекцию
второго на плоскость первого.

Отсюда скалярный квадрат бивектора равен

., (8.9)
и косинус угла плоскостей двух бивекторов будет

(8.10)

%

Это распространяется на тривекторы и т. д.

49. Простое вращение твердого тела вокруг точки. Рас-

Рассмотрим вращение («>{) репера вокруг точки О. Движение пере-
переноса точки Р(Х1) будет

если положить

то скорость переноса и, точки Р будет

vt *= Xkaki.

Это вводит кососимметричную систему чисел (aki), ибо atj
= — ап.

Эта совокупность чисел есть тензор. Действительно,

скалярное произведение двух векторов, следовательно, инва-

инвариант. В трехмерном пространстве можно, следовательно, вра*
щение представить бивектором.

Полагая

v3 =

и обозначая

a23 = p,

82



Xl = x, X*=y, X» = z,

получим хорошо известные формулы компонент скорости V

по осям координат:

Vx = qz — ry, Vy = rx — pz, Vz = py
— qz.

Для п>3 простым вращением называется вращение, аналитиче-
аналитически представляемое бивектором. Общее вращение может быть

представлено только системой бивекторов. Всякое вращение
в n-мерном пространстве является суммой -

п~ '
простых

вращений, имеющих только один компонент аы- Тогда

будет свернутым произведением бивектора (с«) на вектор (Xk).



л
.

ГЛАВА IX -

ТЕНЗОРНЫЙЬАНАЛИЗ

50. Абсолютное дифференцирование. Рассмотрим поле

тензоров и будем определять абсолютный дифференциал тензора
этого поля. Начнем с векторов.

1°. Векторы. Абсолютным дифференциалом

DX = X' - X

называется главная часть разности инфинитезимально близких

векторов - X' и X.
Если оси реперов постоянны (параллельны), то эта разность

будет иметь координатами /дифференциалы

При перемещенных осях мы получили для абсолютного диффе-
дифференциала выражение G.17)

2°. Тензоры. То же можно построить для тензоров.
Перейдем из точки М в точку М'. Если оси реперов параллельны,
то изменение тензора а^ определяется дифференциалами

Если оси не параллельны, то это изменение будет определяться
абсолютным дифференциалом
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Построим два равномерных поля векторов X1 и Y1, т. е. таких >

что :

По определению тензора свернутое произведение

с =

.является инвариантом и не зависит от выбора осей".
Вычислим двумя, способами дифференциал: при параллель-

параллельных осях и при меняющихся осях.
В первом случае

¦dc = Datp(W, .

'

(9.2)

ибо векторы X1, Y1 не меняются.

Во втором случае

dc = йацШ! + aijdWJ + ayX
или, заменяя dX* и dY* по формулам'1(9.1),

dc = d /
или после смены индексов (*^) во второй и ({ /) третьей суммах,
получим

¦

dc-.jlto^-^fljyef-arteJ.J-XW,
-

.¦: (9.3)
но с не зависит от выбора осей, а следовательно, и dc тоже не

зависит/Сравнивая две полученные формулы (9.2) и (9.3), по-

получим

DatJ
—

datJ — а^ш* — ашы) . (9.4)
Это и есть абсолютное дифференцирование тензора.

Формула (9.4) распространяется на произвольное число

индексов.

51. Правила абсолютного дифференцирования. Г. Диф-
Дифференциал произведения. Теорема. Если

то ¦ : .*¦:¦•¦<-
' ' '

Dcm - Dat • b}k +Л • DbJk.
'

'

(9! б)

Теорема очевидна, если оси реперов в точках М и М' параллель-
параллельны. Поскольку абсолютное дифференцирование не зависит от

выбора реперов, формула (9.5) будетг справедлива-, всегда.
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2°. Дифференциал свернутого произведения. Теорема.
Если

с,. = аф\\
то

Dct = Dak-bik +ak-Dbik.
'

(9.6)

Доказывается так же, как выше.

3°. Производный тензор от заданного тензора. Абсолютное

дифференцирование позволяет из поля тензоров получить новое

поле тензоров с числом индексов на единицу больше.
Абсолютный дифференциал Datj равен нулю, если мы остаем-

остаемся в той же точке М, т. е. если©* = 0; поскольку Datf обращается
в нуль вместе с формами со*, абсолютный дифференциал Daif —
линейная однородная функция относительно со*

Dalf = fll/X. (9- 7)

Покажем, что величины ацк определяют новый трехвалентный
тензор.

Обозначим

где Хк—вектор, например, вектор скорости X движущейся точки,

которая проходитчерез точку М, с компонентами со*. Если обо-

обозначить через t время, то компоненты скорости X будут

dt

Следовательно, если обе части равенства (9.7) разделить на dt,
то получим

—

—

a,lt = а,1ЬХк = ЬИ.
dt ' dt J J

Левая часть нашего сложного равенства выражена в абсолют-

абсолютных дифференциалах и определяет скорость изменения компо-

компонента atj при движении по кривой, к которой вектор X (скорость)
служит касательной. Таким образом, Ьц будет двухвалентным
тензором, как производная от тензора а^ в заданном направле-
направлении, производная абсолютная, т.е. независящая от выбора осей.



Значит при любых векторах Y и Z

будет инвариантом, а следовательно, и aiy* есть тензор. Этот

тензор auk называется производным тензором от тензора пц.
Пример. Пусть V — любая (класса С2) функция точки,

тогда V1 будет градиентом (т. е. вектором), V1* будет двухвалент-
двухвалентным тензором и т. д.

52. Тензорная внешняя дифференциальная форма. Нач-
Начнем со скалярной формы. Если at есть вектор, то

а • dM = а;ш'
есть форма, независящая от выбора осей, как скалярное произ-
произведение вектора at на вектор со'.

Для бивектора atj произведение atJ [coW ] при условии а.ц
—

=—

uji— инвариантная внешняя дифференциальная форма. Дей-
Действительно, [ю'о'] есть элемент поверхности, т. е. бивектор, и мы

имеем скалярное произведение бивектора на бивектор.
Это можно обобщить. Если тензор а,-/* удовлетворяет условию,

ацн
= а)ы = аы/ =

—

aikj и т. д.,

г, е. определяет тривектор, то форма

atjk [<о'о>Л|>*]

не зависит от выбора осей, как скалярное произведение двух
тривекторов. Так же можно построить векторные формы. Пусть
atJ
—

тензор, тогда

есть вектор, присоединенный к паре бесконечно близких точек М

и М -f dM. Это свернутое произведение тензора с инфинитези-
мальным вектором данного направления ©*.

Таким же образом, если ацн есть тензор, кососимметричный
относительно индексов /, k, т. е. если

— aikj>
то

1 ijk К1

есть вектор, отнесенный к элементу площади, или векторная внеш-

внешняя квадратичная форма.

87



Идя далее, построим тензорную форму. Если аць,— тензор,
кососимметричный относительно первых двух индексов

то форма

.будет, кососимметричным двухвалентным тензором, отнесенным
к линейному элементу, определяемому компонентами (о*, или

бивекторной пфаффовой формой и т. д.

53 Проблема абсолютного внешнего дифференцирования.

Рассмотрим линейную дифференциальную форму со' и некоторый
объем V, ограниченный поверхностью^, с каждым элементом

которой связан вектор со'. Геометрическая сумма векторов
"(векторных форм) на поверхности равна геометрической сумме
"внешних дифференциалов, приложенных ко всем точкам объема.
Если во всех точках области оси параллельны, то по формуле
Остроградского D.8) имеем

Если оси не параллельны, то введем однородное поле векторов

X,. и .рассмотрим сумму произведений

ху.

Внешний дифференциал не зависит от выбора осей. Если они

параллельны, то внешний дифференциал будет

ибо поле однородно, и вектор Х[ не дифференцируется. Если
оси не параллельны, то внешний дифференциал получим в виде

или, пользуясь формулами (8.2)

. dXt= щХк,
в виде

+ Xk [«в? ш'] = X,.do)' -Ь- X, [(«i «*J.



Обозначим абсолютный дифференциал от формы ю' через D ш';

тогда

откуда

Deo'= dm'+ [D и*], (9.8)

т. е. то же правило, что и выше.

Пример, ш' = (вг есть, очевидно, тензор.
Внешняя абсолютная производная D&1 будет по правилам

подсчитываться в виде

Do)' ¦== d(t>1 + [u>k (i)*] = do>' — [ш*D ] = О

и равна нулю в силу основных уравнений. Это легко^понять:
при ортогональности осей о>' = dxl, т. е. полный дифференциал.
Тензорная алгебра распространяется на дифференциальные фор-
формы. Если даны о>', в„ то внешнее произведение

есть тоже тензор. Например, [ш'ш*] есть элемент поверхности.

Теорема. Каковы бы ни были два тензора (ву, 6ft, внеш-

внешний дифференциал их внешнего произведения [шу Bk]) будет

рш/Д] + (-1)РК.?Ю,]! (9.9)

где D a>ij есть абсолютный внешний дифференциал от <»^., a Dbk —

от 0*; р есть порядок формы (otJ (т. е. число перемножаемых
дифференциалов). Для доказательства достаточно взять парал-
параллельные оси.

Пример:
[COW].

Внешний дифференциал произведения [<oW] будет равен
нулю

[Du)', У] — [си', D&J] = 0,

ибо

Dm1 = Dmi = 0.
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Б. УЧЕНИЕ О РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

ГЛАВА X

ПОНЯТИЕ МНОГООБРАЗИЯ

54.Общее понятие о многообразии.Общее понятие многооб-

многообразия достаточно трудно точно определить. Поверхность дает

представление о двумерном многообразии. Если мы возьмем

сферу или тор, мы можем разложить эти поверхности на конеч-

конечное число частей так, что будет существовать взаимно однознач-
однозначное непрерывное отображение каждой из этих частей на одно-

связную область евклидовой плоскости.

Точнее, если задана произвольная точка Ро многообразия,
то можно найти для окрестности точки Ро систему координат
и, v так, что если и0, v0 будут координатами точки Р0,то найдется
положительное число г, обладающее следующим свойством:
всякая система чисел и, v, удовлетворяющая неравенству

(и
- м0J + (v - ов)« < г2 A0.1)

служит координатами одной и только одной точки многообразия
в окрестности точки Ро, я обратно: в достаточно малой окрест-
окрестности точки Ро каждая точка Р имеет координаты и, v, удовле-
удовлетворяющие неравенству A0.1).

Сфера и тор
—

двумерные многообразия без границы. Круг-
Круглый цилиндр, гиперболический параболоид — открытые дву-
двумерные многообразия (с границей в бесконечности); одна полость

круглого конуса, если исключить вершину, образует многообра-
многообразие с одной границей в бесконечности и одной границей на ко-

конечном расстоянии (вершина).
Объем, заключенный внутри сферы, образует открытое много-

многообразие трех измерений с границей в виде поверхности сферы.
Объем, заключенный внутри сферы, вместе с ее поверхностью,
образует трехмерное многообразие с границей, но эта граница
составляет часть многообразия, которое поэтому называется

замкнутым. В этих примерах каждое многообразие определя-
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¦лось как множество точек, лежащих в существующем уже про-
пространстве; можно представить себе многообразие абстрактно.
В общем случае n-мерное многообразие характеризуется возмож-

возможностью аналитического представления окрестности каждой точ-

точки Р о посредством системы п координат и', способных принимать
всевозможные значения в окрестности системы величин (и') о,

которая представляет точку Ро.

55. Аналитическое представление. Координаты, способные
аналитически представлять часть многообразия, могут выбирать-
выбираться бесконечным числом способов. При переходе от одной системы

координат к другой предполагается, что новые координаты будут
непрерывными функциями старых (класса С0) и наоборот.
Топология имеет задачей изучение свойств многообразий, ин-

инвариантных относительно таких преобразований координат.
В дифференциальной геометрии прибавляются другие усло-

условия: новые координаты, рассматриваемые как функции старых,
не только непрерывны, но и допускают непрерывные частные

производные до определенного порядка q (класса Сч), Поле

инвариантных относительно таких координат преобразова-
преобразований уже значительно шире, чем в топологии.

Определим, например, линию, задавая координаты ее точек

функциями параметра t. Сказать, что эти функции дифференци-
дифференцируемы по переменному t, значит объявить свойство линии, со-

сохраняющееся при всяком допустимом преобразовании коорди-
координат: мы приходим таким образом к понятию линейного элемента.
Аналитически линейный элемент определяется посредством п

координат и1, . .
.,

и" и взаимных отношений дифференциалов
du1,'. .

.,
dun. Геометрически он определяется совокупностью

линий, которые в заданной точке касаются друг друга.
Мы приходим к понятию плоского элемента, рассматривая

множество линейных элементов, выходящих из одной и той же

точки и удовлетворяющих одной и той же системе п — 2 уравне-
уравнений, линейных относительно дифференциалов du1 dun;
это, очевидно, такое свойство этой совокупности, которое со-

сохраняется при допустимых преобразованиях координат. Также

определяются плоские элементы 3, 4 и более измерений.
Если из заданной точки выходит 4 линейных элемента, ка-

касающихся одного и того же плоского элемента, то сложное (ангар-
(ангармоническое) отношение этих линейных элементов будет чис-

числом, которое сохраняется при произвольной замене координат.
Можно различными способами обобщать эти соображения.

Резюмируя, можно сказать, что изучение свойств этого рода
является геометрией многообразия с точки зрения группы не-

непрерывных и дифференцируемых точечных преобразований, в то

время как топология будет геометрией многообразия с точки
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зрения группы просто непрерывных, точечных преобразований.
Если предположить, что новые координаты допускают не-

непрерывные частные производные двух первых порядков относи-

относительно старых (класса С2) и обратно, то поле геометрических по-

понятий еще расширится. Тогда можно говорить о линиях, имею-

имеющих между собой касание второго порядка и т. д.

56. Римановы многообразия. Регулярная метрика. Рима-
новы многообразия, или римановы пространства, будут многооб-

многообразиями с присоединенной метрикой: это значит, что в каждой
части многообразия, имеющей аналитическое представление
посредством системы координат и1, задается квадратичная диф-
дифференциальная форма

ds2 — gy dulduJ.

Мы будем предполагать, что коэффициенты gtj будут функциями
класса С2. Мы будем допускать только такие преобразования
координат, когда новые координаты допускают непрерывные
частные производные двух первых порядков относительно ста-

старых (класса С2) и обратно.
Мы будем говорить, что метрика регулярна в заданной об-

области многообразия, если в каждой точке этой области квадратич-
квадратичная форма ds2 будет положительно определенной относительно

дифференциалов dul.

Мы, конечно, будем предполагать, что если многообразие
составлено из нескольких частей, допускающих различные ана-

аналитические представления, то возможно согласование метрик
между соседними частями. Можно, например, предположить, что

аналитическое представление каждой части может быть немного

продолжено в соседние части и две формы ds2, получаемые та-

таким образом в общих частях, могут быть переведены одна в дру-
другую заменой координат, позволяющей перейти от одного анали-

аналитического ¦ представления к другому.



-..,... :. . ГЛАВА XI .

ЛОКАЛЬНО ЕВКЛИДОВЫ РИМАНОВЫ ПРОСТРАНСТВА
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57» .Определениелокально евклидова пространства.. Рима-
ново многообразие называется локально евклидовым, если в каж-

каждой из частей этого многообразия, аналитически определяемой
с помощью некоторой системы координат и1, форма dsa удовлетво-
удовлетворяет условиям (II) п. 26 линейного элемента евклидова простран-
пространства. Это значит, в силу того нто было, сказано выше, что много-

многообразие в достаточно малой окрестности каТкой-нибудь из своих

точек Мо допускает отображение на малую область' евклидова

пространства с,сохранением формы ds2.-
'

i

Будем говорить, что это отображение образует развертывание
части рассматриваемого многообразия на евклидово пространство,
или область евклидова пространства 'наложима на соответствую-

соответствующую малую область многообразия.
Если метрика риманова многообразия всюду регулярна,

то можно шаг за шагом развернуть все многообразие на, евкли-
евклидово пространство. Однако заранее при этом нельзя 'быть, уйе'рён-
ным в том,

1°) что всякая точка евклидова пространства может быть

.получена при этом развертывании;
2°) что некоторая точка евклидова пространства, получен-

полученная при развертывании многообразия, не может получиться бо-
более одного раза.

.-.--.

58. Примеры. Прежде чем идти дальше, рассмотрим несколь-

несколько простых примеров.
1°. Круглый цилиндр в обыкновенном пространстве имеет

.линейный элемент

ds? = du2 + dv2,

если обозначить через и криволинейную абсциссу @<ы</)
хёчения, нормального к оси цилиндра, и через.;;!» —г ординату;
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это евклидов линейный элемент; но многообразие, образованное
цилиндром, неодносвязно, и развертывание на евклидову пло-

плоскость дает последовательность бесконечных полос шириной
/: каждая точка цилиндра имеет соответствующими бесконечное
множество точек плоскости, получающихся одна из другой пере-
переносом в фиксированном направлении, с длиной равной произ-
произвольному кратному отрезка /.
Мы видим, что здесь плоскость покрыта вся целиком только

один раз. Мы получим образ многообразия, выделяя на плоско-

плоскости полосу, неограниченную в обе стороны, шириной /, и пола-

полагая тождественными две точки параллельных линий, ограни-
ограничивающих полосу, если прямая, соединяющая эти точки, пер-
перпендикулярна к этим параллельным прямым.

2°. Другой пример представляет тор; положение точки на

торе вполне определяется двумя углами б и ср (каждый от 0 до

2я), из которых первый дает поворот радиуса окружности боль-
большого круга, а второй — поворот радиуса окружности меридиана
(фиг. 4).

i

Аналитическое представление тора будет
х = (а — b cos cp) cos 6,

у — (a — b oos cp) sin 6 A1.1)
z = b sin cp. J

Задавая на торе произвольно линейный элемент *

dst = ad№ + 2bdbd<? + cdcp2 A1. 2)
* Само собой понятно, что этот линейный элемент не имеет ничего общего

с линейным элементом, индуцированным объемлющим пространством в ана-
аналитическом представлении, заданном системой (Ц.1). КилЛинг (W. Killing)
заметил, что это многообразие конкретно реализуется (при Ь = 0) в четырех-
четырехмерном евклидовом пространстве на поверхности, определяемой уравнениями

хх = Ya cos e> *» х3 = *« = yrc"sin <p.

Клиффорд (Clifford) дал другую интерпретацию в эллиптическом простран-
пространстве трех измерений.
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с постоянными коэффициентами, мы определяем на этом много-

многообразии евклидову метрику. В евклидовой плоскости переменные
б и ср будут декартовыми координатами. Следовательно, тор раз-
развертывается на евклидову плоскость в параллелограмм

О < 6 < 2и; 0 < ср < 2тс.

Чтобы определить развертывание, ограничиваются только про-
проведением линий, не пересекающих ни линии 6 = 0, ни линии

ср
= 0. Если снять эти ограничения, то тор будет развертываться

на всю плоскость, которая будет покрыта только один раз; но

областью аналитического представления многообразия будет
параллелограмм, противоположные стороны которого не рас-
рассматриваются как различные.

3°. Последний пример представляется одной неограничен-
неограниченной полостью круглого конуса, линейный элемент которого
вытекает из метрики объемлющего пространства (обычного).
Эта форма ds2 тоже, как известно, евклидова. Только здесь

вершина конуса — особая точка метрики, так как полупрямая,
выходящая все время из вершины конуса и проходящая после-

последовательно все направления (на конусе), описывает угол, меньший

2я. Если мы хотим избежать исследования особых точек метрики,
мы должны исключить вершину из рассматриваемого многообра-
многообразия: оно будет теперь открытым в сторону вершины (и в сторону
бесконечности), становясь, таким образом, с точки зрения топо-

топологии, гомеоморфным круглому цилиндру.
Развертывание этого многообразия на евклидову плоскость

дает всю плоскость (за исключением одной точки), но плоскость

эта покрыта бесконечное число раз (если только синус полови-

половины угла при вершине будет числом иррациональным).
4°. Наконец, произвольная развертывающаяся поверхность

тоже имеет евклидову форму ds2, но ребро возврата будет геомет-

геометрическим местом особых точек метрики; рассматривая только

одну полость поверхности, получаем развертывание, которое по-

покрывает только одну часть евклидовой плоскости и может по-

покрыть эту часть много раз и даже бесконечное число раз.
59. Риманово пространство с повсюду регулярной ме-

метрикой. Расстоянием [АВ] между двумя точками А и В рима-
нова пространства с повсюду регулярной метрикой называется

нижняя граница длин дуг (спрямляемых) линий, соединяющих
точки А и В. При заданных произвольно трех точках А, В, С,
очевидно, имеет место неравенство

[АС] < [АВ] f [BC\.
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Сферой с центром А и радиусом R называется множество точек

М, удовлетворяющих неравенству

Бесконечное множествр точек пространства называется ограничен-
ограниченным, если расстояние фиксированной точки А от точек множества

ограничено; это свойство не зависит от выбора точки А.
Точка Ррим^ова пространства называется предельной тон-,

кой бесконечного множества (?) точек этого прост'ранств,а, если
,

в каждой сфере с центром Р к произвельно малым радиусом, г

существует по крайней мере одна, точка множества (/^/отлич-
(/^/отличная от Р. Их будет,тогда бесконечное мужество.

60. Локально компактное пространства.'Риманово прост-
пространство с повсюду регулярной' метрйвди'называется 'локально
компактным, если всякое ограниченное'^конечное множество

точек этого пространства допускает пд крупней мере одну ripe-
дельную точку.

"

''"'..
'' '

;. ;'.,'.. .

Очевидно, одна бесконечно\ простирающаяся,', полость конуса

(без вершины), рассматриваемая! как двумерное риманово про-
пространство, снабженное метрикой, 'индуцированной евклидовым

пространством (обыкновенным), в" которое конус погружен,не
обладает этим свойством;. .

'

V," ,

"

. Мы будем говорить, что рйманрво пространство локальног
компактное, с повсюду регулярной метрикой нормальное. Ци-

Цилиндр, тор (снабженные метрикой, описанной.,вьпце); само ев-

евклидово пространство, очевидно, нормальры.' Существуют два
больших класса нормальных црострднстр.,

'
л

1°. Нормальное риманово пространство нарывается замкну-
замкнутым (clos), или компактным,'если всякое,бесконечное множество:

точек допускает по крайней мере одну предельную точку. В та-

таком пространстве расстояние WvW] фиксированной точки А

от переменной точки М ограничено. .

2°. Незамкнутые нормальные римановы пространства
— от-

открытые в бесконечность', например, круглый цилиндр'и само ев-

евклидово пространство открыты в бесконечность. Это выражение
само собой понятно: оно утверждает, существо&дние бесконечных

последовательностей точек, неограниченно удаляющихся от за-

заданной точки А, не имея предельной точки. ,

Можно доказать,, что нормальное "риманово пространство
с евклидовой4 метрикой при'развертывании на евклидово про:
странство покрывает это пространство и трлько один раз.

Всякое односвязное нормальное риманово простр.анствр с ев-
евклидовой метрикой тождественно ёвклидовому пространству'.

61. Группа голономии. Если нормальное, локально евкли-

евклидово риманово пространство не будет односвязным, то точка Мо
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при развертывании на евклидово пространство дает несколько
точек (н даже бесконечное множество их)

Р Р Р

каждая из них снабжена декартовым репером

J, (Я,)

соответствующим числовым значениям коэффициентов gt- (ко-
(которые дают модули координатных векторов и косинусы углов

между ними) в точке Мо. Все эти реперы, следовательно, равны
или симметричны.

Если бы мы начали развертывать, сопоставляя точке Мо

точку Pj, снабженную репером {RJ, то развертывание риманова
пространства ие претерпело бы никакого существенного измене-

изменения; если некоторый путь (у), идущий из Мо в М, приводил в пер-
первом случае в точку Р, снабженную репером (R), то новое развер-
развертывание приведет в точку Р' с репером (R'), расположенным по

отношению к реперу (RJ так же, как Р и (R) были расположены
по отношению {Ro). Отсюда следует, что перемещение Si (в со-

сопровождении симметрии или без нее), которое переводит в евкли-

евклидовом пространстве (Ro) в совпадение с {RJ, преобразует между
собой реперы

(#„), (RJ, (#2),...

Действительно, репер (R{) получается из {Ro) развертыванием
некоторого замкнутого контура (цикла) (у/), выходящего из

Мои туда же возвращающегося; развертывание того же цикла,

отправляясь от (RJ, даст некоторый репер (RJ), расположенный
относительно (R^, как (/?,-) относительно {Ro); этот репер (Rf)
можно получить, развертывая сначала цикл (ji), а потом (у,).
Эти соображения показывают, что перемещения

•^l» $2>  >•••

образуют группу. Действительно, мы видим, что при выполне-
выполнении последовательно! операций Si и St репер (Ro) сначала перехо-

переходит в (RJ, затем — в (Rj); результирующим перемещением бу-
будет S/.

Эта группа G называется группой голономии риманова прост-

пространства. Каждому реперу (Rt) соответствует определенная опе-

операция группы, и только одна, а именно та, которая переводит
репер (Ro) в совпадение с (R,). Реперу (Ro) соответствует тожде-
тождественная операция.
7 Заказ 533
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Операции группы голономии могут прилагаться к любой
точке евклидова пространства, ибо начальная точка разверты-
развертывания Ро вполне произвольна. Две точки, соответствующие од-
одной и той же точке риманова пространства, называются гомоло-

гомологичными.

62. Дискретность группы голономии локально евклидова

пространства. Пусть Р — произвольная точка евклидова про-
пространства; ей соответствует определенная точка М риманова
пространства; к этой точке можно присоединить положительное
число г такое, что всякая точка Р', отличная от Р и расположен-
расположенная от нее на расстоянии, меньшем г, получается из точки М',
отличной от М. Следовательно, все точки, гомологичные точке Р,
находятся от нее на расстоянии, большем г. Это показывает

дискретность группы голономии. Бывает, что для дискретной
группы существуют исключительные точки, которые служат
своими собственными гомологичными точками для некоторого
числа преобразований. Здесь это не имеет места.

Теорема. Группа голономии локально евклидова риманова
пространства дискретна, и никакая ее операция, кроме тожде-

тождественной, не оставляет инвариантной никакую точку простран-
пространства.



ГЛАВА XII

ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО,
КАСАТЕЛЬНОЕ В ТОЧКЕ

63. Евклидова касательная метрика. Рассмотрим риманово
пространство, определенное как многообразие, снабженное про-
произвольным линейным элементом

ds2 = gydu'duJ'. A2. 1)

Будем предполагать, что в правой части стоит положительно опре-
определенная дифференциальная форма с коэффициентами gu клас-

класса С1.
Мы будем называть евклидовой метрикой, касательной в точ-

точке A (ul, ¦ •
., «о) к метрике A2.1), метрику, определяемую ли-

линейным элементом

j A2.2)

построенную с переменными и1, такую, что для и'= «о было бы

Очевидно, существует бесчисленное множество евклидовых

метрик, касательных в данной точке: достаточно, например,
принять

1и
= (gy)o-

С другой стороны, множество этих метрик не зависит от выбора
координат, которые аналитически определяют риманово про-
пространство, ибо прн замене переменных и1 другими определен-
определенными переменными vl новые значения в точке А коэффициентов
линейного элемента зависят только от их старых значений в

точке А.
Равенство '[i}

=

gtJ сохранится в точке А и для новых перемен-
переменных.
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Вместо того чтобы говорить: мы снабжаем рассматриваемое
многообразие новой метрикой (евклидовой), можно сказать:

мы отображаем риманово пространство на евклидово так, что

в этом представлении линейный элемент евклидова простран-
пространства будет da2. Это евклидово пространство будем называть

евклидовым пространством, касательным в точке А к заданному
риманову пространству. Это условный знак, удобный потому,
что он дает наглядность.

Можно сказать, что существует бесконечное множество ев-

евклидовых пространств, касательных в точке А, в том смысле,

что линейный элемент do2 зависит от бесконечного числа произ-
произвольных параметров, но, поскольку мы будем рассматривать
в дальнейшем только геометрические свойства, общие всем этим

пространствам, мы можем смело говорить об одном евклидовом

пространстве, касательном в точке А.
64. Касательное евклидово пространство. Первое геомет-

геометрическое понятие, которое влечет за собой рассмотрение касатель-

касательного евклидова пространства, будет понятие расстояния между
точкой А и точкой бесконечно близкой — расстояния, равного
do или ds,— это то понятие, которое лежит в основе определения
риманова пространства

1°. Угол двух направлений (du1) и фи1). В касательном евкли-

евклидовом пространстве значение косинуса угла двух векторов

X и Y получается из скалярного произведения X • Y, которое
совпадает с коэффициентом при 2Л, в разложении квадрата суммы

(X + XYJ = X2 + 2XXY + X2Y2;

в римановом пространстве надо рассмотреть произведение

gtJ (du1 + ХВиО (duJ + X5«0 =

= gu (du'duJ -f X28u'3u') + 2lgljdulbu>.
Следовательно, искомый косинус угла будет

gijdubu .

cos ?
= A2.3)

¦

as 6s

Мы можем быть заранее уверенными, что правая часть этого ра-
равенства не зависит от выбора системы координат, ибо именно

по этой формуле определяется угол двух направлений в касатель-

касательном евклидовом пространстве с метрикой do2.
Можно так же определять угол между р-мерным плоским эле-

элементом и ^-мерным плоским элементом и т. д., если они имеют

общую вершину.
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2°. Мы воспользуемся понятием угла между направлениями
в точке риманова пространства, чтобы получить прямоугольные
координаты и ортогональный репер.

Как известно, положительно определенная форма

ds* = gydu'du!
всегда может быть представлена в виде суммы квадратов

+ (ш2J + .. + КJ, A2. 4)

где

»1 = al2du2 alndu",

)" = a" du1 + п2 du2 + .. + aUun.

drf |

Рассмотрим теперь векторы lf касательного евклидова простран-
пространства с координатами Xk, удовлетворяющими уравнениям:

для

a{X4- ... + aU" = 0,

для /„

Выражение, стоящее в числителе формулы A2.3), является

билинейной формой, присоединенной к квадратичной форме
A2.1). После канонизации квадратичной формы A2.1) она при-
приняла вид A2.4). Билинейная форма A2.3) примет теперь вид

*4d)<»i(b)+ ... + *"№<»*<?) = о,

где

u)' (d) = ak duk, ш1 (8) = ak 3a*.

Рассмотрим два вектора h. Ь; для первого имеем

i^iM. = 1, oJ(d) = 0,..., ш"(с?) = О,

A2.5)
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для второго

^' ~ '

ы
~

• ••• •
ш (°) — •

Внося эти значения в билинейную форму A2.5), увидим, что

она тождественно обращается в нуль. Следовательно, векторы

1Х, 12 ортогональны (ср. п. 38). Таким образом доказываются
остальные соотношения

Следовательно, репер, построенный на п векторах 1у- в касатель-

касательном евклидовом пространстве, будет ортонормированным репе-
репером. Компонентами поступательных смещений репера будут те

формы со', которыми мы пользовались для его определения.
3°. В точке А касательного евклидова пространства можно

определять векторы (в косоугольном репере ковариантные и

контравариантные), бивекторы, поливекторы и вообще произ-
произвольные тензоры. Все это переносится в риманово пространство;
более того, мы можем вводить понятия, имеющие отношение

ко всей линии или поверхности.
Прежде всего, поскольку известно инфинитезимальное рас-

расстояние бесконечно близких точек, путем сложения (интеграции)
получается длина дуги произвольной кривой

отсюда немедленно следует (Риман) понятие прямой, или гео-

геодезической, как линии, осуществляющей экстремум расстояния.
Мы здесь отмечаем эту возможность, чтобы вернуться к ней

позднее. Элемент объема пространства, как известно, опреде-
определяется посредством

бл = [ш1^2 ... О)"];

отсюда интегрированием получается понятие конечного объема.
65. Основные понятия векторного анализа. Если в римано-

вом пространстве дано поле векторов, то мы не сумеем еще опре-
определить производного тензора, ибо для этого надо уметь срав-
сравнивать тензоры в разных точках пространства. Тем не менее мы

можем определить ротацию (вихрь) поля. Зададимся, например,
скалярным полем; пусть V — функция точки

V = V(u\... ,и").
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Дифференциал dV линейно зависит от du1, du2, . .
., du".

Следовательно, его можно представить в виде:

dv = v>i + v>i! + --b *>"¦ О2-6)

Величины Vt определяют градиент функции.
Пусть имеем поле векторов

(Xv Х2,... ,Хп).

Касательная тензорная форма будет

СО = Хг<Х>1 + ... + ХпЧ>П.
Возьмем внешний дифференциал. Так как дифференциал от

X; линейно выражается через со-', то

da> = *y[a>V], A2.7)

XtJ — кососимметричный тензор, так называемая ротация (вихрь)
поля векторов.

Например, для выражения

внешний дифференциал
. [dX dx] + [dY dy] + [dZ dz\ =

обычный в евклидовом пространстве вид вихря (ротации).
Также выведем дивергенцию. Поток векторов определяет

тензорную форму

w = Xx [ш2(в3] 4- Х2 [ojV] -j- Х3 [wW],

где внешние произведения [wW] определяют некоторые площади.
Внешний дифференциал имеет вид:

Здесь а есть дивергенция вектора.
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Если возьмем поток градиентов

Vx [Л3] + V2 [aflm1] + V3 Кю2] A2. 8)
и продифференцируем внешнимобразом, то получим второй диф-
дифференциальный параметр

AaV [ОI!!)8»3].

П р и м е р. Возьмем линейный элемент

так что

иI = zdx, оJ = zdy, ш3 = dz.

Как найти второй дифференциальный параметр?
Чтобы определить градиент, дифференцируем V

dV=*f-dx+^dy + ^-dz^дх ду дг

= V>». + V*1»2 + *>3 = ^zdx + K22dt/ + V3dz. ,

Следовательно,.

v -

l dV
v -

l dv
v -

dV
1

z dx г ду
3

dz

Это компоненты градиента. Элементарный поток векторов будет

Vx [(О2оK] + V2 [uK"I] + K3 [шхш2] =

[dydz)+^дх
. ду

Дифференцируем внешним образом:

Д2У КЛ3] = A2V-z* [dxdydz] =

= ^ [dxdydz] + ^- [dydzdx] +
дх2 ду*

+ ^(z^дг \ дг

т. е.

ду L <™ + + *
дх» ду*

^
дг \ дг

A2.9)

Функция V будет гармонической в этом римановом простран-
пространстве, если ДаК = 0.

• .. . .
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66. Три способа введения связности. Несмотря на большое
число понятий, которые мы могли перенести в риманово про-
пространство из касательного евклидова (путем обобщения), еще

много осталось основных элементарных понятий, которых нам

нехватает, например, угол поворота вектора поля при переходе
из одной точки пространства в другую.

Вообще всякое геометрическое понятие, которое вводит
в каждой точке скаляр, легко обобщается; то же можно сказать

о ^понятии, которое вводит один или несколько векторов, но

при условии, что все они имеют общее начало.

Дивергенция векторного поля, казалось бы, представляет
исключение, но в действительности элементарный поток векто-

векторов вводит поле только в одной точке.

Суммируя, мы видим, что риманово пространство для нас до

сих пор было только собранием малых частей евклидова простран-
пространства, оно было в некотором отношении аморфным, поскольку мы
не связали еще эти различные куски взаимной ориентацией.

Для этого нам надо определить поворот репера при смещении
точки в пространстве. Это можно сделать разными способами.

Риман исходил из постулата, что геодезическая линия про-
пространства, экстремум длины дуги,— не только кратчайшая, но

и прямейшая, т. е. не вращает репера.
Другой путь — тот же, который привел нас к касательному

евклидову пространству: выделение соприкасающейся евкли-

евклидовой метрики и перенесение ее связности на риманово простран-
пространство.

Третий путь — аксиоматический: наложение более или ме-

менее естественных требований. Он, может быть, наиболее интере-
интересен, потому что допускает обобщение на пространства другой

фундаментально-групповой связности.
•

Мы здесь изложим второй и третий методы.
67. Соприкасающаяся в точке евклидова метрика. Сопри-

Соприкасающаяся евклидова метрика в точке А(и0') к заданной мет-

метрике определяется линейным элементом

da2 = "njdulduJ,
если коэффициенты -[^ и их частные производные первого поряд-
порядка имеют в точке А те же числовые значения, что и для задан-

заданного линейного элемента.
Если существуют соприкасающиеся евклидовы метрики,

то их совокупность не зависит от выбора системы координат,
ибо для заданной замены переменных новые числовые значения

коэффициентов gtj и их частных производных первого порядка
известны, если известны старые числовые значения тех же вели-

величин. Поэтому, вместо того чтобы говорить о соприкасающейся
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евклидовой метрике, можно говорить о соприкасающемся евкли-

евклидовом пространстве.
Прежде всего надо доказать существование соприкасающих-

соприкасающихся евклидовых пространств в заданной точке А риманова про-
пространства.

Из формул A.9), A.10), E.4) для косоугольного репера в ев-

евклидовом пространстве имеем

dM = ««>'«,., A2.10)

det — и* ek, щ = Т/ / ^'t

gu=efij, dg,j = ш? gkj + wf gik- A2.11)

если выбрать так называемый натуральный репер, т. е. положить

ш' == du', A2. 12)

то

йш' = О,

и из первых уравнений структуры (II) п. 26

[du-Ц] = О

получим

»/ = Г/>*. ]% = П/' A2.13)

^-(Г/^у + гДЫ^. A2.14)

Отсюда прямо вытекает

Следовательно, если угу в точке и' = uo совпадают с (g,y)o и ко-

коэффициенты ГД евклидова репера в начальной точке равны

соответствующим значениям римановой метрики (ГДH для

и1 = uo, то не только коэффициенты линейного элемента g(j; но и

их производные -Щ- будут соответственно равны в обеих метри-
duk

ках.
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Это нетрудно сделать; поскольку из уравнений A2.10), A2.13)
следует

Щ = 1{ ^ = r..e,, A2.I6)
ди1

1

ди1ди> ч k

надо только подобрать параметризацию евклидова пространства

так, чтобы для и' = йо уравнения A2.16) были удовлетворены.

Строим в произвольной точке О евклидова пространства де-

картову косоугольную систему координат (ei, . .
., е„) так,

чтобы удовлетворялись уравнения

*fij = (ёи)о Для и* = "о • A2. 17)

Относительно этой системы определяем координаты х' произволь-
произвольной (текущей) точки М евклидова пространства посредством
уравнений

* = и' - и? + -1 (r;sH (W -иг0) (и* _ u$) (i = 1,..., и). A2. 18)

Линейный элемент евклидова пространства, отнесенный к этой

системе криволинейных координат, будет обладатьискомыми свой-

свойствами: совпадение значений ftj и gt/ в точке и1 = и10 вытекает

из построения начального репера, в частности, из формул A2.17);
совпадение значений Г4*у для евклидова и риманова пространств
вытекает по формулам A2.16) из уравнений A2.18). Следова-

Следовательно, числовые значения функций rih -Щ- и alh -Щ- в точке
'

dun duK

«' = Uo совпадают, что и требовалось доказать.



ГЛАВА XIII

СОПРИКАСАЮЩЕЕСЯ ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО

68. Абсолютное дифференцирование векторов в римано-
вом пространстве. Все геометрические понятия, общие для раз-
различных соприкасающихся евклидовых пространств в некоторой
точке, будут, очевидно, внутренними (инвариантными) геометри-
геометрическими свойствами риманова пространства. Так будет для всех

тех свойств, которые зависят только от числовых значений

в точке А коэффициентов gtj и П*/.
Представим себе, что в соприкасающемся евклидовом про-

пространстве фиксирована точка А и репер (Ro), к ней присоединен-
присоединенный. Всякая точка М риманова пространства представлена точ-

точкой М, координаты которой относительно репера (Ro) вполне

определены с точностью до бесконечно малых порядка выше

второго. Репер, присоединенный к точке М в евклидовом про-
пространстве вполне определен по величине и ориентации с точно-

точностью до бесконечно малых порядка выше первого; кроме того,
он равен реперу, присоединенному к точке М в римановом про-
пространстве с точностью до бесконечно малых порядка выше пер-

первого. Всякий вектор риманова пространства с вершиной в точке

М представлен с той же степенью приближения равным векто-

вектором.

Вообще, если М и N — две произвольные точки в окрестно-
окрестности точки А риманова пространства и если соответствующие
им точки лежат в сферической окрестности с центром А и радиу-
радиусом г, то скалярное произведение двух векторов, которые пред-
представляют векторы с вершинами М и N, вполне определено с точ-

точностью до бесконечно малых порядка радиуса г включительно.

Вектор X с вершиной в точке А и вектор X' с вершиной в бес-

бесконечно близкой точке А' риманова пространства представлены
в соприкасающемся евклидовом пространстве двумя векто-
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рами, разность которых определена до бесконечно малых поряд-
порядка выше первого. Это приводит нас к распространению на про-

произвольное риманово пространство понятия абсолютного диффе-
дифференциала (или ковариантного дифференциала для натурального
репера) от вектора или вообще тензора, для которого мы сохра-
сохраним обозначение буквой D.

По формуле G.17) он равен

= dX* + X" 4, A3.1)
= dXi — Xkmi A3.2)

для контравариантного (X*) и ковариантного (Xi) векторов;
в ортогональном репере оба определения совпадают, так как

тогда

Xk = Xk и а>'{ = wik = w.k = — u)fe ;

знак минус появляется вследствие изменения порядка следо-

следования индексов.

Важно отметить, что абсолютный дифференциал в евклидо-

евклидовой геометрии
— настоящий дифференциал, тогда как нельзя

быть уверенным, что так же будет в геометрии римановых про-
пространств.

В частности, обозначая (п. 4) через et- координатные (базис-
(базисные) векторы, имеем

Определение. Два вектора в бесконечно близких
точках Л и Л' называются эквиполентными, если абсолют-
абсолютный дифференциал первого вектора (при переходе ко второму)
будет равен нулю.

, Поэтому условия эквиполентности будут

dXf + X*tolk = 0, ¦ A3.3)

dX, - Х4ш? = 0. A3.4)

69. Геодезические линии рнманова пространства. Опреде-
Определение ускорения движущейся в римановом пространстве точки

не представляет теперь затруднения: если v — вектор скорости,
то вектор ускорения будет

?>у

dt
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Например, чтобы написать контравариантные компоненты уско-
ускорения -у' в натуральном репере с координатами (и1), заметим,
что в силу A2.12), A2.13), A2.14) скорость будет

dm ш' ~*

dul
~

. dul
v = = —- е, = е,-, vl = .

dt dt
l

dt
'

dt

Прилагая формулу A3.1) к компонентам vl и учитывая A2.13),
имеем

dvl d*ul , duk i d*ul
, duk ri duh

1 kh
dt dt* dt dt*

'

dt dt

Точка, двигающаяся с ускорением, все время равным нулю,
имеет скорость, постоянно эквиполентную самой себе. Те линии

риманова пространства, у которых касательная все время остает-

остается эквиполентной самой себе называются геодезическими (пря-
(прямейшими) линиями пространства. Если такая линия пробегается
с постоянной скоростью, равной единице, то ускорение равняет-
равняется нулю. Отсюда уравнения геодезических линий в римановом
пространстве

ri duk duh
n ,1Q

„.

+ I 0 <136)

Это система Коши для неизвестных функций и1 и независимого

переменного t. В условиях теоремы Коши она допускает реше-
решение, и только одно, при начальных условиях

"' = Ио. -^т = (°*)о для t = ^0; A3.7)
at

(u'H, (vkH — постоянные.

Отсюда теорема: через всякую точку в области регулярАо-
сти риманова пространства, по всякому направлению проходит
одна и только одна геодезическая, ибо первое уравнение A3.7)
определяет начальную точку пространства, а второе — началь-

начальную скорость.

70. Обобщение формул Френе. Кривизна н кручение
линии. Теория кривизны линий без изменения переносится из

евклидова пространства в произвольное риманово пространство;

Действительно, пусть М
— точка кривой, Т — единичный

вектор касательной в точке М, ds — элемент дуги кривой.
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Вектор -— нормален к вектору Т (непосредственно видно,
ds

если привлечь соприкасающееся в точке М евклидово простран-
пространство).

Пусть

j

as

где N означает единичный вектор (главная нормаль). Пусть В —

единичный вектор, перпендикулярный к Т и N и образующий
с ними правый трехгранник, и допустим, что

Ш

ds

du

ds

= aT + pN + "В,

= a'f + p'N + T'B.

Соотношения

T-N = O, T-B = O, N-B=O, N2=l, B2=l

дают после абсолютного дифференцирования

— + а = 0, а' = О, Т + р' = 0, 3 = 0, Т' = 0.
р

Полагая теперь

имеем обобщенные формулы Френе

DT -Ln,
ds

™ =-J-f +
ds

p

DB

ds
--i-N.

A.3.8)

Величины — и — будут кривизной и кручением кривой. Прямые

(геодезические) риманова пространства будут линиями нулевой
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кривизны. Что касается линий нулевого кручения, то они харак-
характеризуются тем, что соприкасающийся в точке М нашей кривой
плоский элемент параллелен соприкасающемуся плоскому эле-

элементу в бесконечно близкой точке ЛГ; векторы

f-j-DT, N + .DN,

которые будут единичными векторами соответственно касатель-
касательной и главной нормали в точке М', параллельно перенесенные
из М' в М, становятся

f + i^N, N ^Т + —В;
Р '

они попадут в соприкасающийся плоский элемент в точке М,

если кручение
—

равно нулю, и только в этом случае.

Если отобразить риманово пространство на соприкасающееся
в точке М евклидово, то заданная кривая (С) будет иметь обра-
образом некоторую кривую (Г), которая имеет ту же кривизну

в точке М, что и (С). Более того, векторы Т, N, В кривой будут
образами аналогичных векторов кривой (С). Еще отчетливей
можно это представить в таком виде: примем ли мы в римановом
пространстве заданную- метрику или евклидову метрику, сопри-
соприкасающуюся в точке М, кривая (С) будет иметь в точке М ту же

касательную, те же главную нормаль, бинормаль и ту же кри-
кривизну, но не обязательно в обеих метриках одно и то же кручение.
В частности, всякая прямая (геодезическая) риманова простран-
пространства представляет в точке М точку перегиба для наблюдателя,
который принял соприкасающуюся в М евклидову метрику.

71. Теория кривизны поверхностей в римановом прост-
пространстве. Классическая теория кривизны поверхностей переносит-
переносится с большой легкостью на римановы пространства*. Различные
кривые, проведенные на поверхности (S) и проходящие через
заданную точку М этой поверхности, имеют ту же главную нор-
нормаль и даже кривизну, принять ли метрику риманова простран-
пространства или соприкасающуюся в точке М евклидову метрику. От-

Отсюда следует, что законы, которые управляют изменением кри-
кривизны этих кривых, когда они поворачивают свою касательную
вокруг точки М, те же самые, что и в евклидовом пространстве.

*
Теория кривизны поверхностей в евклидовом пространстве излагается

п главе ХХШ.

112



Все кривые, касающиеся между собой, имеют одну и ту же

cosy

нормальную кривизну; эта нормальная кривизна равна ,

где V — угол главной нормали кривой с нормалью к поверхно-
поверхности и р

—

цадиус кривизны кривой; это — теорема Менье.

Существуют два ортогональных касательных направления на

поверхности, соответствующих максимуму и минимуму нор-
нормальной кривизны: это главные направления; соответствующие им

нормальные кривизны будут главными кривизнами.

Линиями кривизны будут линии, которые в каждой своей точ-

точке касаются одного из главных.направлений в этой точке. Если
О — угол, который образует кривая с линией кривизны первого
семейства, то для этой кривой

cosv
__

cos28 sin2в ..„ „.
.

о —w- ' ъ ' ^ '

Р «1 «г

где и означают две главные кривизны.
#1 Ri

Асимптотические линии — те кривые, нормальная кривизна
которых равна нулю; их соприкасающийся плоский элемент

касается, поверхности. Прямая (геодезическая) риманова про-
пространства, касающаяся в точкеМ асимптотической, имеет в этой

точке касание второго порядка с поверхностью.
Линии кривизны характеризуются условием: в произволь-

произвольной точке М линии касательная к этой линии, нормаль к поверх-
поверхности и нормаль в инфинитезимально близкой точке М' этой ли-

линии, после параллельного переноса из М' в М будут лежать

в одном плоском элементе.

Если обозначить буквой v единичный вектор нормали к по-

поверхности, а через Ti и Тг— единичные векторы касательных

к линиям кривизны, то, смещаясь в направлении вектора Tj
на длину dslt имеем

а смещаясь в направлении Т2 на длину ds2, получим

п "Г— dH т

Эти формулы обобщают на риманово пространство классические

уравнения Олинда Родрига.
8 Заказ 533
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Если сместиться в направлении, образующем угол 0 с глав-

ным направлением Ti, на отрезок ds, то получим вообще

D v

ds

cos8 s;
l

sine
A3. 10)

Наконец, полную кривизну поверхности в точке М можно

RiRt
определить методом Гаусса для евклидова пространства. Возь-
Возьмем элемент поверхности do около точки М и в евклидовом про-

пространстве, касательном в точке М,— сферу радиуса 1 с центром
в М. Перенесем параллельно ъМ нормали к поверхности в раз-
различных точках элемента da и рассмотрим малую область сферы,
определяемую пересечением со сферой перенесенных нормалей;
отношение —— площади этой части сферы к заданной площади

da

в пределе равно полной кривизне . Можно рассматривать
R1R2

da как телесный угол при вершине конуса М, полученный па-

параллельным переносом нормалей из различных точек элемента

do.
72. Геодезическое кручение. Теорема Эннепера. На самые

общие римановы пространства распространяется понятие гео-

геодезического кручения кривой на поверхности.

Действительно, обозначим через Т, N, В единичные векторы
касательной, нормали и бинормали кривой и сохраним обозна-

обозначение Ti, Тг, v для касательных главных направлений и нор-
нормали к поверхности. Наконец, через б обозначим угол каратель-
карательной к кривой с касательной первого главного направления и

через V — угол главной нормали кривой с нормалью к поверх-

поверхности. Направляющие косинусы векторов Т, N, В по отношению

к векторам Ti, Тг, v даются таблицей:

т

N

В

т,

. cos в

— sin в sin V

sin 8 cos V

тг

sin 0

cos 8 sin V

— cos в cos V

V

0

cos в

sin8
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Отправляемся от обобщенных формул Френе

ds p

DN Lt-L. _L
ds

db
= --Ln

ds

A3.11)

и уравнения

cos 9

ds
т,-

sin6

Дифференцируя соотношения

T-v = o, N-v = cosV,

получаем два различных уравнения

cos V cos8 6 sina6
+

ds
L) sin б cos 6.
R }

A3Л2)

A3.13)

Второе из этих уравнений содержит в левой части то, что назы-

называется геодезическим кручением кривой; форма правой части

показывает, что оно одно и то же для всех линий с одной и той
же касательной. Оно обращается в нуль для линий кривизны.

Если формулу A3.13) приложить к асимптотической линии,

)отличной от прямой (У = —), то получим

— = (— —) sin 6 cos 6;

между тем для асимптотической линии имеет место

cos3 8 sin3 6
__0

откуда следует

A3. 14)

Это теорема Белыпрами — Эннепера для произвольного рима-
нова пространства.
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Асимптотические линии,, выходящие из точки М поверхности,
имеют в этой точке равные по абсолютной величине и противо-

противоположные по знаку кручения, абсолютная величина которых рав-
равна квадратному корню из полной кривизны поверхности с про-
противоположным знаком.

В частности, кручение сдвоенной асимптотической линии

тождественно равно нулю.
Известно, что в евклидовом пространстве, если два семейства

асимптотических совпадают, то они будут прямыми. Эта теорема
уже неверна в произвольном римановом пространстве *. Тем
не менее в силу теоремы Эннепера можно утверждать, что это —

линии с нулевым кручением.
73. Сопряженные направления. Теория сопряженных каса-

касательных обобщается на произвольное риманово пространство.
Если М и М'— две инфинитезимально близкие точки кривой (С),
проведенной на поверхности (S), то плоский элемент, касатель-
касательный к поверхности в точке М', после параллельного переноса
в точку М, имеет с плоским элементом, касательным в М, общее
направление, сопряженное направлению линии (С) в М. Два

сопряженных направления гармонически сопряжены по отно-

отношению к асимптотическим направлениям. Наконец, абсолют-
абсолютный дифференциал единичного вектора нормали к поверхности

при переходе из М в М' перпендикулярен к сопряженному на-

направлению кривой. Все эти свойства становятся очевидными после

отображения на соприкасающееся евклидово пространство в

точке М.
74. Теорема Дюпена о триортогональной системе. Закон-

Закончим обобщением знаменитой теоремы Дюпена. Известно, что три-
триортогональной системой называется система, образованная из

трех однопараметрических семейств поверхностей, пересекаю-
пересекающихся под прямым углом. Теорема Дюпена утверждает, что

линия пересечения каждой пары поверхностей, принадлежащих
к двум разным семействам, будет линией кривизны для каждой
из них.

Аналитическое доказательство, которое мы дадим, прила-
прилагается одинаково к римановым пространствам и к евклидову.

Примем за координаты параметры и1, и2, и3 поверхностей трех
семейств.

Линейный элемент пространства будет

ds2 = gu {du'f + gn (d«2J + g33.(du*)\

поскольку косинусы углов, под которым и пересекаются различ-

* E. Car tan. Sur les courbes de torsion nulle et les surfaces develop-

pables dans les espaces de Riemann. Comptes rendus, t. 184, 1927, pp. 138—142.



ные координатные линии, равны нулю. Условие, которое выра-
выражает, например, что координатная линия (Ci) (переменное и1)
будет линией кривизны для поверхности Si (и3 постоянно),
состоит в том, что вектор

нормальный к этой поверхности в точке М', инфинитезимально
близкой точке М на линии (Ci), должен быть в том же плоском

элементе, что и векторы ег и е2; иначе говоря, коэффициент при
-* —>

е2 в выражении Dte3 должен равняться нулю. Между тем мы

имеем

De3 = из ej. + u>3 e2 + и>з е3>

Dp, = Гз1!?! + Г32,е2 + Г83,е3.

Надо, следовательно, доказать, что Ti23= 0; между тем, внося

в уравнение A2.14) указатели t = 1, / = 2, h = 3 и помня,

что gM = ^31 = ^12 = 0, получим

= 0,

где два последних уравнения получены круговой заменой. В си-

силу A2.13) коэффициенты Г,*у- симметричны по нижним индек-

индексам. Следовательно, складывая первые два равенства и вычитая

третье, получим

225 = 0 gv Ф 0

Гз2, = 0.



ГЛАВА XIV

ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО СОПРЯЖЕНИЯ

ВДОЛЬ ЛИНИИ

75. Развертывание рнманова пространства на евклидово

вдоль линии. Развертывание риманова пространства на ев-

евклидово вдоль линии открывает новые возможности.

Предположим, что координаты текущей точки линии выра-
выражены в функциях параметра t, который в начальной точке Ао
принимает значения t = 0. Возьмем в евклидовом пространстве
исходную точку О и декартов репер (Ro), определяемый по ве-

величине и по форме значениями коэффициентов gy в точке Ао.
Будем сопоставлять каждой точке M(t) точку М' евклидова

пространства и декартов репер (е'<). присоединенный к этой
точке. Отправляясь от уравнений (I) п. 26, будем предполагать
репер натуральным

de'. = ш/ е'/
с независимой переменной в виде параметра t и начальными ус-

условиями: для t = 0 точке М' совпадает с точкой О, вектор е*

равен вектору (е,H репера (Ro). Как в п. 28, докажем, что в ре-

репере (/?), присоединенном к точке M'(t), скалярные произведе-

ния его векторов е* в/ равны коэффициентам gy. Более того,
если М и Мг— произвольные инфинитезимально близкие точки

данной линии, а М', Мг'— их образы в евклидовом пространстве,
то два эквиполентных вектора в точках М, Мх имеют образами
эквиполентные (просто параллельные) векторы в М', М\.

Благодаря заданию в каждой точке М' декартова репера (R)
в действительности мы получаем развертку на евклидово про-
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странство не только заданной линии, но и всей бесконечно малой

окрестности этой линии в римановом пространстве. Чтобы полу-
получить абсолютную геометрическую вариацию вектора, начало ко-

которого описывает в римановом пространстве дугу заданной ли-

линии, достаточно теперь построить обыкновенную разность
двух векторов, полученных в предыдущем развертывании.

Таким образом, мы получили точную и строгую реализацию
этой абсолютной геометрическрй вариации.
Мы знаем теперь в строгой и точной формулировке, что зна-

значит перенести вектор по принципу эквиполентности вдоль задан-

заданного пути.

76. Полученное отображение н соприкасающееся евкли-
евклидово пространство. Докажем, что полученное развертывание в

каждой точке линии обладает свойствами соприкасающегося ев-

евклидова пространства, т. е. что полученный евклидов линейный

элемент с переменными и1 имеет вдоль линии коэффициенты gtj
и их частные производные первого порядка совпадающими по

своим числовым значениям с числовыми значениями коэффици-
коэффициентов и их первых производных заданного линейного элемента.

Рассмотрим более внимательно операцию развертывания на

евклидово пространство. Будем предполагать для простоты
п = 3 и, не ограничивая общности, примем, что линия опреде-
определяется уравнениями и1 = 0; м2= 0.

Развертывание на евклидово пространство нам дает в функ-
функциях от и3 Точку. М' и векторы еь ег, ез; в силу уравнений
A4.1) мы получим

~^
= ез'

A4.2)

d^
du3

Теперь определяем в функциях от и1, «2, и3 точку Р евклидооа

пространства с начальными условиями: для иг= иа— О

**• ди
A4.3)
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где (ГД-)* — значения этих коэффициентов для и1, и2= 0.
Эти условия, очевидно, совместны; достаточно, например, при-
принять

Р = М + и^\ + иЧ'а + у(и1J (Г,*,)*?* +

+ uW (ГД)*^ + -i- (ы2J (Г2А2)* е; .

В этой формуле евклидово пространство отнесено'к системе криво-
криволинейных координаты1, ы2, и3. Для и1 = и2=0 натуральный ре-
репер, присоединенный к точке Р (которая теперь совпадает с точ-

точкой М'), определяется векторами -—-, которые совпадают теперь
dul

с еь е2, ез; коэффициентами линейного элемента ds2 в евкли-

евклидовом пространстве будут коэффициенты g^ линейного элемента,

заданного в римановом пространстве. Что касается любого из

коэффициентов ГД евклидова пространства, то он получится,
-»' d2 ?

если сравнить коэффициенты при е^ в выражении—-—- . Ес-
du'duJ

ли указатели i и / оба не равны 3, то в силу A4.3) находим сами

коэффициенты Гриманова пространства; если указатель i не равен
3, а / равен 3, то для ы1==и2=0 в силу уравнений A4.2) имеем

дР \ de'i
= г

к -*'

\}0" du3 [ ди1 H~ du?

и то же заключение. Если, наконец, i= j = 3, то

du*

и заключение по-прежнему имеет место. Теорема доказана.
Мы видим, что определение евклидова пространства сопряже-

сопряжения вдоль данной линии не требует интегрирования, если выпол-

выполнено развертывание линии на евклидово пространство.
Следствия этой теоремы исключительно многочисленны и

важны. Прежде всего, наблюдатель, который перемещается толь-

только вдоль заданной линии и ограничивается измерениями в непо-

непосредственной окрестности этой линии, не имеет возможности

заметить, что он не находится в евклидовом пространстве,
если пренебрегает бесконечно малыми порядка выше первого.
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Другое важное следствие: если рассматривать в ри-
мановом пространстве дугу линии, бесконечно близкой к за-

заданной линии (С), то длина дуги этой линии, будь она измерена
метрикой риманова пространства или с помощью евклидовой

метрики сопряжения вдоль линии (С),— одна и та же, с точно-

точностью до бесконечно малых второго порядка *.

Действительно, в бесконечно близкой точке от линии (С)
коэффициенты заданного линейного элемента и линейного эле-

элемента евклидова пространства сопряжения равны с точностью

до бесконечно малых второго порядка. Отображение риманова
пространства на евклидово пространство сопряжения сохра-
сохраняет, следовательно, расстояния, измеренные в окрестности дан-
данной линии.

77. Геодезические линии. Параллельные поверхности.
Когда развертывают линию на евклидово пространство, разверну- .

тая линия в каждой точке имеет ту же кривизну и то же кручение,
что и заданная кривая, потому что в развертывании абсолютный

дифференциал вектора, начало которого описывает кривую,
становится обычной геометрической вариацией этого вектора.
Обобщенные формулы Френе в евклидовом пространстве сопря-
сопряжения становятся обычными формулами Френе:

tTY

ds

1

f-
¦N,

<*B

rfN

ds

1

0

1
N

f

ds

Кривая с нулевым кручением развертывается, следовательно,
в плоскую линию, линия с нулевой кривизной — в прямую.

Прямые (геодезические) риманова пространства будут линия-

линиями, которые развертываются в прямые. Отсюда немедленно сле-

следует эквивалентность прямых (геодезических), как мы опреде-

определяли, с геодезическими по определению Римана.

Действительно, если линия (С) развертывается в прямую
и мы проведем в римановом пространстве бесконечно близкую
Линию (С), выходящую из заданной точки А и оканчивающуюся
в заданной точке В линии (С), то образ — линия в евклидовом

пространстве сопряжения будет иметь ту же длину, что и (С)
с точностью до бесконечно малых второго порядка. Между тем

* Надо предположить, что две дуги линий
соответствуют своими точками

так, что в двух соответствующих точках направления касательных элементов
бесконечно близки.
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в этом евклидовом пространстве линия — образ кривой (С)
проистекает из вариации сегмента прямой, следовательно, ее

длина, с точностью до бесконечно малых второго порядка,
—

та же, что и сегмента прямой. Значит, в римановом пространстве
первая вариация длины сегмента прямой (геодезической) тожде-
тождественно равна нулю, и «прямая» (геодезическая) реализует экст-

экстремум расстояния, согласно классическому определению Римана.

Отсюда другое следствие; если рассматривать дугу геодези-
геодезической А В и дугу бесконечно близкой геодезической А'В',
то, как и в евклидовом пространстве, с точностью до бесконечно
малых второго порядка

дуга Л'Я'-дуга АВ=-—АА' cos (AB, AA')—BB' cos (ВА, ВВ').
В частности, откладывая из точки А на различных геодезиче-
геодезических, выходящих из точки А, постоянную длину R, получим
в качестве геометрического места концов некоторую поверхность,
аналогичную сфере: плоский элемент, касательный к этой по-

поверхности в точке М, нормален к геодезической, выходящей из

А и оканчивающейся в точке М. То же будет, если мы" проведем
из А только семейство геодезических, порождающих поверх-
поверхность: если отложить на каждой из них постоянную длину,
то геометрическое место концов образует линию; линейный

элемент, касательный к этой линии в произвольной точке М,
нормален к геодезической, выходящей из Л и кончающейся в М.

Другое следствие — обобщение' свойства параллельных по-

поверхностей. Если в различных точках поверхности построить
нормальные геодезические и на каждой геодезической отложить

постоянную длину, то геометрическое место полученных таким

образом точек будет поверхностью, которая в каждой из своих

точек нормальна к соответствующей геодезической. Отсюда сле-

следует, что, если двупараметрическое семейство геодезических нор-
нормально к некоторой поверхности, то оно нормально к бесконеч-

бесконечному множеству поверхностей.
78. Геодезическая линия на поверхности. То, что мы делали

для линии вообще, нельзя сделать для поверхности: вообще го-

говоря, не существует евклидова пространства сопряжения вдоль

поверхности. Причина очень простая: вообще нельзя развернуть
поверхность на евклидово пространство. Тем не менее, если раз-
развертывание на евклидово пространство возможно, то существует
евклидово пространство сопряжения вдоль поверхности.

Отметим последнее приложение понятия евклидова простран-
пространства сопряжения. Возьмем в трехмерном римановом простран-
пространстве поверхность (S) и геодезическую (С) этой поверхности, т. е.

линию, которая осуществляет минимум расстояния на поверх-
поверхности. В евклидовом пространстве сопряжения вдоль линии
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(С) эта линия (С) имеет стационарную длину относительно всех

линий, проведенных на поверхности и имеющих свои концы в двух
заданных точках линии (С); следовательно, в силу классического
свойства геодезических поверхности в евклидовом пространстве,
соприкасающаяся плоскость в любой точке линии (С) нормаль-
нормальна к поверхности. Это свойство, верное для евклидова простран-
пространства сопряжения, будет верно и в римановом пространстве.



В. КРИВИЗНА И КРУЧЕНИЕ ПРОСТРАНСТВА

ГЛАВА XV

ПРОСТРАНСТВО ЕВКЛИДОВОЙ СВЯЗНОСТИ

79. Определение формсо! по заданным формам со'. В п. 66

мы поставили задачу определения связности риманова прост-

пространства и наметили ряд путей, которые ведут к этой цели. Преж-
Прежде всего выяснилось, что эта задача эквивалентна проблеме
абсолютного дифференцирования векторов и зависит от выбора
коэффициентов iyft, которые иногда называются объектом связ-

связности, или форм ю/, что одно и то же.

Мы широко использовали понятие соприкасающейся в точке

евклидовой метрики и получили ряд геометрических результа-
результатов.

Теперь мы хотим исследовать, в какой мере необходим этот

постулат о перенесении связности соприкасающейся метрики иа

риманово пространство.
Чтобы не осложнять вопрос выбором репера, будем предпо-

предполагать, что к каждой точке риманова пространства присоединен
ортонормированный репер.
Мы видели (п. 64), что достаточно привести положительно

определенную квадратичную форму к сумме квадратов, что

всегда возможно,

ds2 = (lo1J + KJ+.. + (ю«J, • A5.1)

чтобы компоненты со' определили ортонормированный репер.

Будут ли при этом определяться формы со/?
Мы видели, что в евклидовом пространстве формы ю', в>/

удовлетворяют уравнениям структуры (II) п. 26.

d«)'= {"»*<»*], (Hi)

124



и, конечно, условию ортонормированности

u)/ = -o)J-. A5.2)

Условие A5.2) вытекает из нашего выбора ортонормирован-
ного репера. Остаются два уравнения (Их), AЬ). Если они оба

удовлетворены, то пространство евклидово. Уравнение (На)
совсем не содержит форм со', а между тем эти формы теперь опре-
определяют линейный элемент A5.1). Естественно, следовательно,
искать формы а/, удовлетворяющие системе (IIj), A5.2).

Теорема. Если даны формы ю', то можно найти

форм а>{, удовлетворяющих уравнениям (II,), A5.2), и такое ре-
решение будет единственным.

Будем предполагать, что с каждой точкой пространства свя-

связан только один репер; следовательно, формы ю{ линейно зави-
зависят от форм со':

«>/ = тЛ®*. A5.3)

Надо найти коэффициенты yJ'k так, чтобы удовлетворить систе-

системе AЬ), A5.2).
Дифференцируя внешним образом заданную нам форму ю',

получим внешнюю квадратичную форму относительно базисных

форм coft в виде
*

*1
= 4-4- A5-4)

Тогда уравнение (Hi) примет вид

A5.5)

Внося в уравнения A5.5), A5.2) выражение A5.3) и сравнивая
коэффициенты при независимых произведениях [шло*], получим

4т = тм
-

т*/> A5.6)

О = т/*+т/*- A5-7)

Уравнения A5.6) и A5.7) определяют уД единственным образом.

* Здесь и далее при альтернированных коэффициентах с, 'м предполагает-
предполагается, что суммирование идет по сочетаниям:
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Действительно, совершая два раза круговую перестановку
индексов i, /, k в уравнении A5.6) и используя соотношение

A5.7), получим

= Т?/ + Т«-

Складывая два первых уравнения и вычитая третье, получим

80. Требование инвариантности линейного элемента.Пусть
теперь квадратичная форма ds2 разложена на квадраты наиболее

общим способом, т. е. с
" ^п

~

-

произвольными параметрами

x, v2, ..., v

по числу форм (oj, независимых при наличии соотношений A5.2).
Сложность проблемы зависит от того, что формы ю', хотя и ли-

линейны относительно du1, . .
., dun, но коэффициенты могут за-

зависеть от и1 и if1. Следовательно, при внешнем дифференциро-
дифференцировании войдут и dv". По условию линейный элемент

не зависит от if. Выразим это требование.

Всегда можно выбрать новые формы «>?, которые могут зави-
зависеть и от с" и dif так, чтобы

= [u>*a>ft], A5.9)

или в билинейном виде

eta- C) - 8ш' (d) = ш* (d) 4 (й) - <«ft (S) «* (d). A5. 10)

Допустим, что символ дифференцирования d соответствует диф-
дифференцированию по переменным и1, а символ б — по парамет-
параметрам v*. Тогда по условию

Обозначим, кроме того,
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<4 (8) = e'k ,

•

u>' (d) = c»'.

Тогда равенство A5.10) примет вид

8tu' = — &k ш*.

Берем производную по параметру if- от ds2

8 (ds2) = 2 V ш'Зш' = - 2ek^l^

i

Согласно условию b(ds2) = 0; следовательно,

== 0.

Значит, при всяком выборе форм со* при суммировании по соче-

сочетаниям coW, (Ufa' все коэффициенты равны нулю

Это показывает, что при неизменных ы' имеем

1{ (8) + ш'7 (8) = 0,

и, следовательно, при любом изменении вторичных параметров
эта сумма будет зависеть только от дифференциалов du1, du2
dun, т. е. от форм со*. Итак,

ш/ (d) + Z1, (d) = alk*",

aik = cijk. A5.11)

Будем теперь искать формы а>{ в виде суммы форм &{, которые
могут зависеть от dzf, и линейной комбинации форм ю'

<•>/=«•>/+*{*(!>*, A5.12)

где неизвестными будут коэффициенты %^к-
Уравнение A5.2) дает теперь

или в силу A5.11)

(а{к -т л;

'
+ (Ун +

(к "Г" >•/*) "»* = 0,

= 0,

A5. 13)
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т. е.

^ + ^ + ^ = °- A5Л4>

Разность уравнений (Hi) и A5.9) дает

[ш*, «4 — ш{ ] =0,

или в силу A5.12)

^ [ш*ш*] = 0, т. е. J] (X<ft - /,<ft) [«,*«,*] = О

(ft, A)

и при независимых формах [шкшн\

^-Ч, = 0- A5-15)

Выполняя круговую замену указателей i, j, k в равенстве A5.14),
получим

</ + 4t + X» = 0.

A5. 16)

Вычитая из последнего уравнения сумму двух первых и поль-

пользуясь A5.15), получим

A5.17)

Здесь в силу A5.11) коэффициенты a/ft симметричны относи-

относительно указателей i, j, что впрочем видно и из уравнений A5.16).
Решение A5.17) удовлетворяет системе A5.14), A5.15). Итак,
уравнениям A5.1), A5.2) всегда можно удовлетворить. Теорема
доказана.

81. Аксиомы эквиполентности векторов. Будет ли различ-
различным разложениям^8 на сумму квадратов соответствовать одной

то же абсолютное дифференцирование DX={dXl + ^&Юй)е*? Мы
видели, что всякому разложению линейного элемента ds2 на сумму

квадратов, т. е. заданию линейного элемента и выбору ортогональ-
ортогонального репера, соответствует вполне определенная связность,

задаваемая компонентами связности а>{; эти компоненты, и

только они, удовлетворяют первой группе уравнений структуры
(Hi). Поскольку связность, устанавливаемая соприкасающимся
евклидовым пространством, тоже вполне определена с точно-
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тью до преобразования координатных линий, и . компоненты,
этой связности удовлетворяют уравнениям (Hi), то, обе связно-

связности совпадают.

Мы только показали, что эта связность может быть получена

решением системы (Hi), A5.2). Чтобы обобщить понятие экви-

полентности вектора, надо идти другим путем.
Пусть заданы две бесконечно близкие точки М и N; устано-

установим между векторами в точке М и в точке N соответствие экви-

тюмнтности (параллелизм Леви-Чивита) следующими пятью

требованиями:
. 1°. Если вектор X' эквиполентен вектору X, то тХ эквипо-

лентен тХ', где т — произвольный скаляр.
Это и следующие требования можно записать в виде формул:

Г. если X да X', то тХ да тХ',

2°. если ХдаХ', Уда Г, то X+"Y»X'-bY',

3°. если X даХ', то X2 = (X'J,

т. е. эквиполентные векторы имеют равные длины,

4°. если ХдаХ', то соответствующие компоненты векто-

векторов бесконечно мало отличаются друг от друга.
5°. Условие будет дано ниже.

Условия Г и 2° показывают, что векторы X и X' связаны

линейной зависимостью

В силу условия 4° этому равенству можно придать вид

X" = X1 + uSkX*, A5.18)

где («ft — бесконечно малые.

Теперь вводим последнее пятое условие.

5°. Компоненты ю? линейны относительно дифференциалов
независимых переменных.

Условие 3° показывает равенство сумм квадратов компонен-

компонентов векторов X и X'

9 Заказ 533



Внося сюда выражение A5.18) и пользуясь законом дистрибу-
дистрибутивности, получим

2 (*'>2=2{Xi+w*Хк)г=

Сокращая первые члены 2](Х'J и отбрасывая последний (как

бесконечно малый второго порядка), получаем

*'*»=: О,
г, ft

или, суммируя по сочетаниям,

2 «\w + 2
(г,*)

откуда в силу произвольности вектора X' следует

о). = 0, ш* + и)^ = 0. A5.19)

Отсюда, если

или .

dX'+o)iX* = 0. . A5.20)

Это та же по внешности формула, что и раньше, но теперь все

»i— произвольные кососимметричные линейные формы.
Отсюда заключение: соответствие эквиполентнбсти

определяется произвольной кососимметртной системой форм
G>j.

82. Пространство евклидовой связности. Пусть теперь за-

задана определенная эквиполентность, т. е. дан закон соответствия
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векторов в точке М и в соседней точке N; тогда скалярные произ-
произведения векторов сохраняются

В самом деле, в силу 1° й 2°

(X + кЧ)я = X2 + W*.+ 2XXY;

но в силу 3°
¦¦¦¦'•

X2 = X'2, Y2 = (Y'j2-
Отсюда

Из сохранения скалярного произведения (и сохранения модулей
векторов) следует сохранение углов между соответствующими
векторами. .

Заметим, что мы можем определить положение точки N от-

относительно репера в точке М посредством компонент смещения
а1. Если фиксировать закон эквиполентности, мы можем пред-
представить в одном и том же евклидовом пространстве точку М,
точку N и векторы, выходящие из точек М и N; и два «эквипо-

лентных» вектора становятся действительно эквиполентными.

(параллельными) в этом евклидовом пространстве.
Таким образом, мы определили евклидову связность в «обоб-

«обобщенном пространстве», т. е. мы связали, как, в евклидовом про-
пространстве, окрестности двух инфинитезимально близких точек

М и N. Для произвольных точек М и N это, вообще говоря, не-

невозможно, однако, две не бесконечно близкие точки А н В мож-

можно связать определенным путем АВ. . >:

Тогда мы можем представить окрестность точки Mi, инфини-
инфинитезимально близкой к точке А на линии АВ, затем перейти от

Mj к Af2 и т. д. шаг за шагом тем же самым способом (следует
заметить, что получаемое соответствие зависит от выбранного
пути АВ).

Как же эффективно выполняется переход, к пределу?
83. Евклидово пространство сопряжения. Пусть точка ц,

представляющая текущую точку М дуги.ЛВ, двигается в евкли-

евклидовом пространстве по дуге ар\ которая представляет линию АВ.
Имеем для репера в точке \i формулы
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Если точка М описывает дугу АВ так, что координаты ее пред-
представлены непрерывно дифференцируемыми (класса С1) функция-
функциями параметра t, то

<«' = tfdt,
... A5-22)

ш{ = р\ dt, v '

где при фиксированном пути АВ величины р\ р{ — вполне опре-
определенные функции независимого переменного t. Внося эти зна-

значения в уравнения A5.21), получаем систему Коши

dt
A5.23)

dt
ri "'

и мы приходим после интегрирования к евклидову пространству
сопряжения вдоль линии (п. 75).

Выбрав определенную евклидову связность, мы можем рас-
распространить на нее тензорный анализ, определяя абсолютный

дифференциал вектора формулами для контравариантного и ко-

вариантного векторов (в ортонормированном репере они совпа-

совпадают!

DX = dX' + Х*о)' ,)
nv ay y k A5.24)
DXt = dXl - Xfta>* . j

84. Абсолютный внешний дифференциал. Наиболее важный
момент представляет распространение на пространство евклидо-
евклидовой связности понятие абсолютного внешнего дифференцирова-
дифференцирования дифференциальных форм.

В обобщенном пространстве нельзя складывать векторы с раз-
разными началами, если эти точки не связаны определенными пу-
путями.

Рассмотрим некоторую точку А внутри рассматриваемой об-

области и представим себе семейство путей, связывающих точку
А с различными точками области. Тогда мы можем рассмат-
рассматривать интегралы по поверхности или по объему и т. д.

Действительно, пусть вектор (©') присоединен к точке Af

поверхности S. Перенесенный посредством эквиполентности
по пути МА в точку А, этот вектор будет

V = о» <•>*.
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Сумма всех этих векторов на р-мерной поверхности S
будет изображаться интегралом

Применяя обобщенную формулу Остроградского, представим
этот интеграл в виде

jA5.25)
(р+1)

Теперь ограничим себя областью достаточно малой, чтобы можно

было рассматривать только один элемент нашего интеграла.
Мы увидим, что в этих условиях результат не зависит от вы-

выбора путей.
Действительно, общая формула

показывает, что в точке А, где ?' = Xе все<4 обратятся в нуль,

кроме aj:

Следовательно, подынтегральное выражение в A5.25) сведется
к сумме

В точке М, бесконечно близкой к точке А,

6< = Х'+Л?Х*

и, с другой стороны,

Следовательно,

=И' +«'***•

[u)lu)&]. A5.26)
Это обобщает евклидову формулу абсолютного внешнего диффе-
дифференциала.
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Аналогично . . .

dI{ = d.<o/ - \щ 4} + [4 if ]. A5. 27)

85. Кручение пространства. Возьмем бесконечно малый кон-

контур около точки А. Пусть М и М' — две бесконечно близкие точ-

точки на контуре. Присоединим к точке М бесконечно малый век-

вектор ds = MM'; его компоненты будут

Возьмем сумму всех этих векторов. В силу бесконечной малости

контура заменяем сумму одним вектором. В евклидовом про-
пространстве эта сумма равна нулю. Здесь имеем

?>ш' = du>< + [а? <»*] = dm1 — [«.*<!>)¦ J = 2'. A5. 28)

Эта сумма может быть нулем: это будет внутренним свойством

пространства, ибо при всех разложениях ds* на квадраты (при
всяком выборе а1) она останется нулем.

Чтобы удовлетворить этому соотношению, надо выбрать
(о{- так, чтобы

Мы видели, что это всегда можно сделать и только одним спосо-

способом.

Это одна из возможных евклидовых связностей для ds2. На

ней Риман и остановился,
Это значит, что сумма векторов замкнутого вокруг точки

контура равна нулю.
Это не единственно возможная связность при данном ds2.

Если рассматривать общую формулу

зависят от вторичных параметров У (определяющих раз"
ложение ds2 на сумму квадратов), то квадратичная форма Q'

не зависит от этих параметров, не зависит от форм mlk. Форма
2 определяет кручение пространства.

86. Уравнения структуры пространства евклидовой связ-

связности. Посмотрим теперь, как изменятся уравнения структуры
(Н)

В НОВОЙ СВЯЗНОСТИ.
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Присоединим к каждой точке М цикла Г вектор X и рас-
рассмотрим интеграл

который в евклидовом пространстве равен нулю.

Для произвольной связности компоненты DX будут

ш* = dX'+ Х*.а1к . A5.29)

Прилагая формулу абсолютного внешнего дифференциала
<15.26) к A5.29), получим

{4 +К
Обозначим

i г h i i

77- К «>Л 1 =

Тогда

Квадратичные формы 2^кососимметричны; они определя-

определяют то вращение, которое сообщает вектору X вариацию

\ DX. Итак, имеем вообще

du>'= [u>*<4 ] + Q'. A5.30)

d4 =[<«N)|] + 2{.
; '

A5.31)

87. Смещение и вращение, присоединенные к циклу.
Возьмем в качестве путей AM дуги AM рассматриваемого
цикла и развернем его в линию оф,а' евклидова пространства

^(фиг. 5). Вектор X, присоединенный к точке А, отображаете»
на вектор Хо в точке а и на вектор Х'о в а'. Когда перехо-

переходим из М в М', проводим X' в [а', X в (л и подсчитываем

DX=Xr—X,
~> —>

т. е. в евклидовой связности разность X' — X в обычном

смысле слова, без переноса в точку а. ... :
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Следовательно,

JDX

будет обыкновенным интегралом для пути a'jxa, т. е. разно-

разностью Х„ — Хо. Мы видим, что этот результат зависит только

от значения поля в точке A (dXk исчезает при подсчете).

Переходим от вектора Хо к

вектору Хо простым инфини-
тезимально малым вращением,

которое переводит репер (Ro}
в точке а в репер {Ro) в точке

а', т. е. приводит Х„ к парал-

параллельности с Хо (так как коор-

координаты Хо относительно (Ro) —

те же, что Хо относительно

/ D \Ч

Величины Q{ будут компо-

компонентами на (Яо)бесконечно ма-

малого вращения, приводящего
(Ro) к параллельности с (R'e).
Точно так же величины 2' (см.
выше) будут компонентами

бесконечно малого смещения,,

переводящего а в а'.

Итак, перемещение, перево-
переводящее (Ro) в {Ro), имеет компонентами Q', п{.

Это перемещение исчезает в евклидовом пространстве. Мы

будем называть перемещением, присоединенном к циклу,

перемещение обратное, т. е. то, которое переводит (Ro) b(R0).
Рассмотрим поле эквиполентных векторов. В евклидовой

связности вектор Y (<*') эквиполентен в обычном смысле слова

(равен) вектору Хо. В то же время наблюдатель риманова про-

пространства рассматривает как начальный вектор Хо, который
—> —>¦ —>'

не эквиполентен вектору Y. Вариацией будет Y — Хо, т. е~

вращение Q{ присоединенное к циклу.
Таким образом, вращением, присоединенным к циклу, бу-

будет то, которое испытывает вектор, переносимый вдоль цик-
цикла по эквиполентности.

Фиг. 5
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. Присоединенное вращение определяет кривизну, перенос —

кручение в точке А.
88. Тождества Бианки. Рассмотрим уравнения структуры

пространства евклидовой связности A5.30) и A5.31).
Здесь

где

Яг/*] = Я/* - Я*/. Rl mi = Rli* — Ri a*.

Чтобы получить тождества Бианки, дифференцируем урав-
уравнения A5.30), A5.31) внешним образом

0 = [d

0 = [du-* <4] — [ml du>{] + dQ{.

В обыкновенном евклидовом пространстве тождества
выполняются сами собой. Значит, после подстановки du>',

da>{ из A5.30), A5.31) должны уничтожиться все члены, кроме
тех, что содержат формы 2.

0 == [Q*«»i ] - [ш»21 ] + d&, A5.32)

0 = [Q* 4 ] — [4 Q{] + d?i{. A5.33)
Это первая группа тождества Бианки, написанная для про-
пространства евклидовой связности.

89. Теорема сохранения кривизны и кручения. Обраща-
Обращаемся к интерпретации уравнений A5.32), A5.33). Начинаем
с уравнений A5.33). Они показывают, что абсолютный внеш-

внешний дифференциал формы 2; равен нулю.
По формулам A5.26) абсолютный внешний дифференциал

от ш' действительно есть

Dm1 = du)' -f [D ">*].

Аналогично, абсолютный дифференциал от формы ш{ будет

Jt = dw{ - [со* u){] + [<di<4\.
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Прилагая к форме Q', получим', что абсолютный дифференциал

= dQ{ + [ш? 2{ ] + [4Qi} = О

обращается в нуль в силу уравнений A5.33).
Действительно, уравнения A5.33) содержат первую сумму

с обратным знаком, так как'4= —со*. Что касается второй,
то [<Dft2h = [fif <4], ибо форма Qf — четного порядка, и, сле-

следовательно, от перестановки множителей произведение не

изменит знака;

Итак, Q'i есть система бивекторов (кососимметричный тен-

тензор). Возьмем объем V, ограниченный поверхностью S. Рас-

Рассмотрим бивекторы Q[, приложенные к поверхности S. Их

сумма равна нулю. Это следует из уравнения A5.33) в силу
теоремы Остроградского

Обращаемся к уравнениям A5.32). Абсолютный внешний

дифференциал от Й' будет

в силу уравнения A5.32)

Рассмотрим, например, пространство трех измерений, в

нем ориентированный, т. е. с направлением бесконечно ма-

малого цикла элемент поверхности. Каждому циклу соответст-

соответствует перемещение Q1 и вращение Q{" с компонентами

: Q* И2, Й»; Ul, 2j, i->?. .

Вращение 2{ можно изобразить вектором (о>\ ч>2, со8).
Перемещение 2' можно представить как момент пары.

Таким образом, на поверхности образуется двойная система

векторов. Рассмотрим сумму всех векторов и всех пар. Надо
связать некоторую точку А определенными путями со всеми

точками М на поверхности.
Если (X1, X2, X3) — вектор, то его можно перенести в

точку А по формуле
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Компоненты пары находятся из матрицы

х у z

и будут

где х, у, z — координаты точки М по отношению к триэдру
«)
Сумма векторов равна нулю в силу уравнений A5.32). Сум-

Сумма пар

^ {\ '2 4- у

ЭД |\Щ |' 4- Щ

Интеграл по всей поверхности преобразуется в интеграл по

объему
' "

f 1 4- [da\Ql]+ ...+yd(ofi* +...)

+ [dy, a^4-...]-;...},
или., если объем очень мал, то полагая а\ = I, а\ = а\

— О,

da\ = 0, dak = ш*, у = z = О,

<% = ">2, dz = (в3, ...
,

получим

JJ { 4- KQ*J 4-

но в силу первого уравнения A5.32)

.

dQ1 4- [ш« Q*] = dQ1 4- [ш« Q*] - [шаЦ] -

- [(o3Q$ = 0.

Итак, теорема: в римановом пространстве евклидовой
связности малому объему соответствуют и векторы, и пары,
которые определяют перемещения и вращения, ассоциированные
с циклом на поверхности. Система векторов и пар геометрически
равна нулю.

В механике можно найти интерпретацию в силах упругости,
действующих на элементарную площадку.
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ГЛАВА XVI
'

;
"

РИМАНОВА КРИВИЗНА ПРОСТРАНСТВА «

90. Тождества Бианки в римановом пространстве. Точка

зрения самого Римана соответствует связности без кручения
2' = 0.

Тождества Бианки теперь принимают вид

[ш*О?] = 0, A6.1)

[Q* «>/] — [ш* Q/] + du\ = 0. A6. 2)

Первое показывает, что моментов пар нет, так как отсутствует

перемещение Q', второе — что сумма векторов равна нулю.
Мы разложили ds2 на квадраты и выбрали единственным

способом cos так, что

A6.3)

dm/ = [ш* о)/] + 2/. . A6.4)

Можно ли дать определение со? независимо от выбора осей?
Оно ие зависит от способа разложения ds2 на квадраты. Возь-

Возьмем наиболее общее разложение ds2 на квадраты; ю{ зависят от

переменных и1, и2, . .
.,

и" и от параметров, определяющих
A)

способ разложения v1, v2, . .
.,

v 2
. Очевидно, Q/;- могут за-

зависеть и ото»1, и от со!. Покажем, что Qy зависят только ото'.

Это следует из нашей теоремы. Докажем независимо от нее.

В силу уравнений A5.33)

Щ 4- Q) ¦-=¦• 0.

Отсюда в силу уравнений A5.32) следует, что Q{ были бы равны
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нулю, если бы они были линейными формами, но они — квад-

квадратичные формы.
Обозначим величины (atj- через соа с греческими индексами.

Квадратичные формы Q(/. вообще зависят и от со1', и от ю,.

Можно положить

где

аы №
= — а

Внося это выражение Qu в уравнения A6.1), получим

Прежде всего, в последней сумме все члены содержат различные
комбинации базисных форм <ак, в>л, ©р, ибо относительно а, р
суммирование идет по сочетаниям и подобных членов нет; следо-

следовательно,

4f = о,

и форма Qjh не содержит членов с произведением [и^ир]. Ео вто-

второй сумме для тройки базисных форм и*, сог, соа возможны две ком-

комбинации

Отсюда симметрия по двум нижним индексам

с другой стороны, в силу антисимметричности 2^, имеем

*« = -*&,• A6-6)

Применяя по очереди преобразования A6.5) и A6.6), получим
Аа — ha — Ui

. h& __

"Ml
~~

ulik
~~

"ilk "kli

— ha —.ha —. ha
—

°ih
~~

um
—

"ur

откуда

fta — 0

и форма Q;y не зависит от форм ata.
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91. Тензор Римана—Кристоффеля. Итак, имеем

Коэффициенты R,J [щ образуют тензор, так как свертывание по

индексам k и h с векторами©* и©й приводит к тензорной диффе-
дифференциальной форме Щ. Этот тензор называется тензором Ри-

Римана — Кристоффеля.
Уравнения структуры A6.3), A6.4) запишутся теперь в виде

dm' = [ш*и>?], A6.8)

dm{ = [<4 4] + «Wj [Л*]. Aб- 9)

Первые тождества Бианки A6.1), если в них внести Qk
по формуле A6.7), дают

Rkhl К<1>А<й'] = 0.

Циклируя по трем нижним индексам, чтобы собрать подобные
члены, и приравнивая нулю коэффициенты, получим

или о .-¦¦¦,

@ = *mi + *ш* + Rim = 0. A6. 10)

Если выбрать произвольные четыре числа i, k, h, I, среди 1,2,..., л,
то между компонентами Rmi с этими индексами найдется ряд
зависимостей. Эти индексы естественно разбиваются на пары
I, k и А, I.

Г. От перестановки индексов одной пары Rim меняет знак.

Для первой пары t, k это следует из кососимметричности форумы
12Д для второй пары ft, / это вытекает из сопутствующей пере-
перестановки множителей сол, со* во внешнем произведении [ига1 ]

при неизменности левой части равенства Q^.
2°. От перестановки пар индексов между собой Rimu не меняет

знак. Для доказательства рассмотрим равенства A6.10) и полу-
получаемые из него круговой заменой четырех указателей t, k, ft, /.

@ = Rikhl + Rihik + Rilkh — 0»

(k) = Rkhli -f Rklih + Rkihl — ^>

(ft) = Rhm + Rhm -r Rhm = 0,
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Тогда

у {@+ (*).-(А)-@1 =

= «WH-/?„*» = 0,
¦

A6.
что и требовалось доказать.

Обращаемся ко второй группе тождеств Бианки A6.2):

..;.¦ , dQ/

Внося сюда Q'- по формуле A6.7), получим

)^Au)i] - #*'» [«•>* ffl'o)*] = 0.

Меняя индексы суммирования, имеем

Пользуясь обозначением ковариантного (абсолютного) диффе-
дифференцирования, получим

или

Циклируя три индекса /, k, h и сравнивая с нулем коэффициен-
коэффициенты, получим вторую группу условий на ковариантные производ-
производные тензора Римана — Кристоффеля

Ri'mi +-ftU + Ri'im = 0. A6.12)

Отсюда число всех компонентов тензора Римана
— Кристоффе-

Кристоффеля:
'

¦ :

п (п— 1) п

2
типа %/yi

п (п — 1) (п — 2) D-i
^

-' типа /?|у,,,;

•^ — типа А,
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всего

12

различных компонентов.

Всегда можно найти риманово пространство, соответствую-
соответствующее произвольным значениям этих величин.

92. Риманова кривизна. Рассмотрим в точке А бивектор,
определяемый координатами pl> = — р>1. Это ориентированный
элемент поверхности. К нему присоединено некоторое вращение

Qlf и, поскольку

имеем

Рассмотрим теперь скалярное произведение

где qij
= — Qij — компоненты присоединенного вращения. Ри-

Риманова кривизна в точке А в рассматриваемом плоском направ-
направлении определяется формулой

к _

?% RthkhP'¦"'¦* nfi ,очА —

] V(Pf
VI) чг>

93. Случай п=2. Мы имеем только одну квадратичную

форму, именно

О? = /?,212К 21= -/C[-l«2J. A6-14)

Это риманова кривизна пространств?.
Мы видели, что с циклсл^ связаю опреде. .

. : • вращение.

Если da — площадь, ог>а пчсш зя циклом, !<;¦ г.екюр X,
остающийся при обходе по i илу ькьиполешн.-¦-., самому себе,

после обхода не вернется i режкее положеьие X. по займет

новое X', которое образуе: с прежним угол

da.

Уравнения структуры т
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do.2 =

Риманова кривизна вообще является функцией точки.

Особо простой случай представляет пространство постоянной)

кривизны

К г= const. ;

Пример такого пространства представляет сфера в обычном про-

пространстве; кривизна ее К =—-, где R — радиус сферы.
R

Действительно, пусть R — радиус сферы, О — центр сферы.
Присоединяем в точке О трехгранники Oxi, хъ, хз, зависящие от

трех параметров.
При неподвижной точке О трехгранник вращается с компо-

компонентами

если М — точка пересечения третьей оси со сферой, то

радиус-вектор точки М сферы.
Для этих трехгранников имеем следующие уравнения струк-

структуры и уравнения инфинитезимальных смещений осей ; :

A6. 15)
wn = [w,awn], d\2 = ma\t + u)83I3,

)M = [u)lsuK2], dl3 = ujjJj + uKaIa.

Перемещение точки М при постоянном R будет равно dl3, умно-
умноженному на ^:

значит для сферы

. ,

,

се1 = Rwi, о»2 = #п>з, u>i= mf

Уравнения структуры будут

: dcu1/ — i?duK1 = R [<изаи>21] = [
10 Заказ 533



= do>12 = [(BjjO)^] = — fio1»2].

Отсюда кривизна равна К — —

•

R

Это можно обобщить на произвольное число измерений
Все эти результаты можно получить, отправляясь от линейного
элемента сферы; он имеет вид

где
—'¦— ft -- широта, « — долгота.

Значит

оI = «d&, ur = «sin6dtp.

Дифференцируя внешним образом, получим

dw1 = 0, du>2 = « cos 6 [d6dcp].

Поскольку

doI = [oJu)|J, doJ = [m1*^],
и следовательно

[o)|dtp] = 0, [«)|d6] = cos 6 [d<?db],

то

uyf — cosSdcp.

Далее

duJ = — sin 6 [d6dcp] = lT [ш1^2],

и следовательно кривизна равна —.

94. Случай п = 3. Теперь уравнения A6.7) напишутся

Q2S — «23,23 [UJ«K] + «23,31 [А1] + «23,12 [ю1*»J],

2И = «31,23 [UJ«KJ + «31,31 [UK(O1] + «31,12 (UI»2],

Яг2 = «12,23 [°> u>3] + «12,31 [<«3<0 ] + «12,12 [о*1™ ]•
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Обозначим для краткости /?аз, гз. через —Ки, Rm, ei через
—/Ci2 и т. д., заменяя в каждой группе пару индексов на допол-

дополнительный. Тогда

1] - /С38 [ш1»1].

Перестановка пар примет вид простой симметрии

а условие

запишется

= Я», Ки = /С13 и т. д,

' ' =0

A6. 16)

A6.17)

Следует иметь в виду, что в уравнении A6.17) каждый из

первых двух индексов изображает пару дополнительных указа-
указателей, а третий (после вертикальной черты) — индекс ковариант-
ного дифференцирования — показывает ту форму <о*, при'Кото-
при'Которой ковариантная производная стоит в качестве коэффициента'.

95. Геометрическое учение о кривизне трехмерного ри-
манова пространства. Допустим, что репер присоединен к точ-

точке Л и элементу поверхности da,

проходящему через точку А

(фиг. 6). Пусть da — ориенти-
ориентированный цикл; а, §, y—направ-
y—направляющие косинусы нормали; pdo,
qdc, rda — присоединенное к

циклу вращение. Можно всегда
предположить, что da — бес-
бесконечно малый параллелограмм
со сторонами со' (d)

4,0

Тогда

»! (d) a>2 (d)

[uJuK] = ado.

Фиг. 6

Следовательно, если Q (p, q, r) — вращение, присоединённое
к циклу, с компонентами

¦
¦ •

'

\ ¦',¦¦'¦ \

pda, qda, rda,
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.то

Отсюда

Эти формулы совпадают с формулами теории упругости, опреде-
определяющими давление жидкости на элемент поверхности.

Вводим квадрику-индикатрису (поверхность второго порядка):

Ф (х, у, г) = Кпх* + /Саа?/2 + К3322 +

Диаметральная плоскость, сопряженная направлению (а,р\т),
имеет направляющими параметрами

'

111

2 2 р 2
, . :

'

"Л ф:-Г
Уравнение этой плоскости ..',

Отрюда
'

Т е о\р е м аи Вращение, присоединенное к элементу по-

поверхности, нормально к диаметральной плоскости, сопряженной
направлению нормали^ к элементу поверхности. Чтобы полунить
величину этого вращения, достаточно определить ее проекцию
на направление (а, р4, у).

Пусть Р — точка пересечения квадрики-индикатрисы с нор-
нормалью АР к элементу поверхности (А — точка, в которой рас-
рассматривается элемент; это — центр квадрики).

;

Имеем

\ \
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Риманова кривизна в точке А в направлении (а, р\ у) равна
проекции вектора вращения на это направление: это есть

Ф (а, р", у) (определение Шура).
Направления осей квадрики-индикатрисы называются глав-

главными направлениями в точке А. .

Вращение, присоединенное к элементу, нормальному к глав*

ному направлению, происходит вокруг этого направления. Если

выбрать осями оси квадрики, то в уравнении останутся только

квадраты. Коэффициенты при этих квадратах будут главными

кривизнами. Если индикатриса — сфера, то главные кривизны
равны; и говорят, что пространство изотропно в точке.

96. Теорема Шура. Если пространство изотропно в каждой

точке, то риманова кривизна пространства одна и та оке во

всех точках. -¦ >;

Действительно, вектор Q^ сводится к виду

Обращение в нуль абсолютного внешнего дифференциала дает

[d/C<i>V] = О,

ибо

DwH = du)y + [«'««'ft/1 + [<»*/">,*}•
Все

в силу вторых тождеств Бианки A6,2).
Если

то

d<ai = d (— л\ [со он I -— l\

if X i i ftl Г ft Ed? i /l'

+ К [dmV] r— /C:[dav'o)'].

Следовательно,
[dK,

из этого уравнения следует, что дифференциал dK. завися? ли-

линейно только от ©', &>: между тем он не зависит от <а1, значит

dK = 0 и К = const.
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Механическая интерпретация. Идеальная
жидкость в равновесии под действием только внутренних сил

испытывает постоянное давление во всех точках.

97. Пример риманова пространства постоянной кривизны.
Рассмотрим твердое тело, вращающееся около неподвижной точ-

точки с компонентами скорости р, q, r. Живая сила, если эллипсоид

инерции сводится к сфере, принимает вид

и мы имеем риманово пространство с линейным элементом

ds2 = А (р2 + Ф + г2) dt2,

ибо

Рассмотрим трехгранник отнесения, инвариантно связанный
с телом.

Пусть ©23, (о81, ю12— его компоненты вращения; имеем

«>23 = pdt, оK1 = qdt, ш18 = rdt,

откуда

Так как вращение происходит в евклидовом пространстве,
имеем

d(oia = [оIяшм].

Мы можем положить

(О1 = УТ(О23,

ш* = У7Сш12,
откуда

daI = —=- [dJ(iK|;
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*•• —7г-1ишЬ
ашл = [шло>'а1.

ГА

Предположим, что

0)пО ==Z /чШ , (Uq| Г:=: ЛЮ

тогда

dtO1 = — [UJUJ] [ш'ш3] = 2Х {(lAlKj.

Следовательно,
.

_

1

23
2VA

S1
2]AJ

18
2]Л4

1

2}^А
S1

2]/7
1г

2/Л

откуда

== f@20K] -i f@2(D3l =
2A 4A

'
4A

Окончательно,

4,4

1
Имеем пространство постоянной римановой кривизны

4А
98. Определение тензора Римана — Кристоффеля по ри-

римановой кривизне, заданной для всех плоских направлений.
Теорема. Если известна риманова кривизна для всех

плоских направлений, выходящих из точки А, то известны все

компоненты Rtj, ш тензора Римана — Кристоффеля.
Заметим, что это не очевидно: величины р'"' не произвольны,

ибо они являются компонентами одного бивектора и связатны из-

известными соотношениями; следовательно, нельзя заранее ут-
утверждать, что знание кривизны

влечет за собой знание компонентов i?iy, *й.
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Для этого надо показать, что из равенства

для всех рЧ следует

Rum = Rtitkh.
Иначе говоря, если положить

St/.kh = Rij,kh —

достаточно доказать, что из равенства

SiJMpVpkh = 0 .A6.18)

следует

Si,* ^ 0.

Введем векторы X, Y, определяющие бивектор Р с компонентами

Тогда равенство A6.18) запишется

= 0,

где все векторы X', Y> — независимы. Предыдущее равенство
для аморфного суммирования записывается

В этой сумме член (XlJ(YJJ встретится только один раз: сле-

следовательно, коэффициент при этом члене равен нулю

Sim = 0.

Член (Х*)аКуУ* встретится два раза: следовательно;

Siua + Sthf] = 0,

но в силу A6.11)
Su,th — Sih,tj.

Следовательно,
Sj/^v, = Sth,ij = 0.

Наконец, член XlXkYjYh- встретится 4 раза и даст

Sum + Skj,ih + Sth,kj + Skh,u — 0,
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или в силу A6.11)

2S//,jH,r .-+- 25й,а/ =¦= О,
ИЛИ

Stj,kh = Sih.jk •

Аналогично

Sik,hJ = Sif,kh .

Значит в равенстве, вытекающем из! A6.10),

"S//,ftA + Slk.hl -\-Sihjk = 0,

все члены между собой равны, а потому

0,-

что и требовалось доказать;
99. Изотропное n-мерное пространство/Пространство назы-

называется изотропным в точке Л, если риманова кривизна одна и

та же пЪ всем направлениям, т. е. если

и К не зависит от piJ, или если

для всех бивекторов plL
Это сводится к предыдущей теореме, если положить

По доказанному компоненты R' должны равняться соответствую-
соответствующим компонентам R.

Значит 1

u.il
= — К,

а все остальные

Значит

Это снова теорема Шура (Schur), но распространенная на все

значения п > 3.
100. Кривизна по двум различным двумерным плоским

направлениям. Пусть qtj, fy—вращения, присоединенные к

двум элементам поверхности р'/, р'1>.
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Имеем

Число

называется смешанной кривизной по двум направлениям. Кри-
Кривизна К будет специальным случаем, когда оба плоских направ-
направления совпадают.

101. Риманова кривизна в направлении произвольного
числа измерений. До сих пор мы рассматривали только плос-

плоские направления, определяемые бивекторами.
Возьмем теперь элемент трех измерений, к которому присоеди-

присоединена система тривекторов

Qljk ¦¦= [<ор;А] -f- [<»fiki] + l<»k&ij).
Рассмотрим поверхность, ограничивающую этот элемент, и при-
присоединим к каждому элементу поверхности скользящий ска-

скалярный бивектор (а не свободный, как раньше).
Геометрическая сумма этих бивекторов дает свободный три-

тривектор QtJk.
Рассмотрим направление ptJ'k, к которому мы присоединяем

систему тривекторов QtJk, и рассмотрим выражение

> >

Это соответствующая риманова кривизна.
Так же определяют риманову кривизну для четырех изме-

измерений

102. Тензор Риччи. Квадрика Эйнштейна. Для (п — 1) из-

измерений получаются важные результаты.
Направление (л — 1) измерений определяется посредством

(п — 1)-мерного вектора, или посредством перпендикулярного
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вектора: если а,—направляющие косинусы нормали, то можно

положить

Раз*... я
= М"> Piu... п

= — <hda> ¦ • •

Кривизна будет тогда иметь в числителе форму

где

К12 — Rl2k, #11 = ~ ^23,23 " /?34,34 "

•••

Введем тензор Риччи

Rij — $ /*•

Таким образом,

Тензор Kij можно назвать тензором Эйнштейна.
Мы возвращаемся к обозначениям случая п = 3; можно вве-

ввести квадрику Эйнштейна
1

и изотропию второго рода (квадрика Эйнштейна — сфера).
Имеется теорема, аналогичная теореме Шура.
Понятие пространства постоянной кривизны второго рода бо-

более общее (только
п^п~ *

коэффициентов).



ГЛАВА XVII

ПРОСТРАНСТВА ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ

103. Конгруэнтность пространств одной и той же посто-
постоянной кривизны. Уравнения структуры для пространства по-

постоянной кривизны будут

do)/ = [ш* u)|] - К [ш'ш/j. f <17Л)

Все коэффициенты в этих уравнениях постоянны при произволь-
произвольном выборе ортогонального репера.
Теорема. Если существует пространство заданной

постоянной кривизны К, то только одно.
Это означает: если существуют два пространства с кривизной

К и линейными элементами ds2 и da2, то в некоторой области под-
подходящей заменой переменных можно привести ds2 к совпадению

с da2. Возьмем окрестность точки Мо одного из этих пространств

и произвольную точку Мо, второго пространства; тогда можно

наложить окрестность точки Мо на второе пространство так,

чтобы точка Мо совпала с точкой Мо, репер (i?0), присоединен-
присоединенный к точке Мо, совпал с репером (Ro), присоединенным к точке

Мо.

Доказательство. Пусть и1, . .
.,

uN Ш=- '\—

параметры, определяющие наиболее общий репер в точке Мо;
о1, . .

.,
о^— аналогичные параметры в точке Мо. В точке Мо

имеют место уравнения A7.1), в точке Мо— система
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Установим соответствие между точками двух пространств

() () | A73)
ш/ = (v, dv) = ш/ (и, du), }

где у надо рассматривать как неизвестные функции от и. Эта
система вполне интегрируема, ибо уравнения

o.j .

A74)
dJt — dm{ = 0 j

являются алгебраическими следствиями системы A7.3) в силу
A7.1) и A7.2).

В частности, она допускает такие решения, для которых на-

начальная система значений (ы0) соответствует произвольной си-

системе значений (у0), т. е. соответствуют два произвольных репера
первого и второго семейств.

Поскольку теперь
гЛ = /1(Ы1 и»),

мы имеем точечное преобразование пространства.
Действительно, система уравнений и' == 0 (t = 1, . .

., п)
звполне интегрируема. Примем и1, . .

.,
и" за первые интегралы

этой системы; при постоянных значениях (и1) имеем со' = О,
;й точка М первого пространства фиксирована. Следовательно,
и1 — криволинейные координаты первого пространства. При-
¦мем у1, . .

.,
v" за те значения первых интегралов вполне инте-

интегрируемой системы со* = 0, которые соответствуют значениям

/(и1) при интегрировании системы A7.3). Поскольку
wl = v>i, A7.5)

с' будут зависеть только от и1, . .
.,

и'\ Точке первого простран-
пространства соответствует точка второго.

Наконец, из равенств A7.5) прямо следует совпадение линей-
•яых элементов

Следствие. В частности, можно наложить прост-
пространство постоянной кривизнЬс само на себя бесчисленным количе-
количеством способов: это пространство допускает бесконечное множе-
.ство движений (преобразований, сохраняющих расстояния).
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Так же, как евклидово пространство, оно допускает ooN переме-

щении, где N = —-—!—-
.

Замечание. Пространства постоянной кривизны
наиболее общие из тех, которые допускают группу движений.
Действительно, поскольку риманова кривизна определяется
линейным элементом ds2, при перемещениях, сохраняющих ли-

линейный элемент ds2, сохраняется и риманова кривизна. В част-

частности, возможно движение с сохранением неподвижной произ-
произвольной точки А. Следовательно, в этой точке А кривизна по

всем направлениям одна и та же. Значит, пространство изотропно
и имеет постоянную кривизну.

104. Существование пространств постоянной кривизны.
Мы поставим этот вопрос в другой более общей форме. Уравне-
Уравнения A7.1) входят, как частный случай, в более общую систему
уравнений

da>' = cfyft][u>Ai>*], A7.6)

где

c[jk]
—

cjk СЫ

постоянные.

Вопрос сводится к следующему: допускает ли система A7.6)
решения &?

Необходимое условие существования решения, аналогичное

тождествам Бианки, получим, дифференцируя внешним образом
систему A7.6):

0- c'/ft]{tdu)/(i)*]-Kdu)*]j,

или, сменяя во второй сумме индексы суммирования / на k и

обратно и учитывая кососимметричность коэффициентов c[jk\ —
— c)k — clkj, а также соотношение [w^dco* ] = [dcoW ] в силу
квадрэтичности формы d<ok, получим, сократив на 2,

Вносим сюда выражение <Ш по формуле A7.6) и получаем

Совершая круговую подстановку индексов Л, /, k, чтобы собрать
подобные члены, запишем

т clm
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или окончательно

clmclm + c\mc{ik\ + сипс[щ - °- 07.7)

Уравнения A7.6) называются структурными уравнениями

группы преобразований, а равенства A7.7) являются условиями
на структурные константы группы c\jky Преобразования
группы получаются из вполне интегрируемой в силу уравнений
A7.6) системы

ш<(v, dv) = со'(и, du) (t= I, 2...r),

где (и1) — первоначальные координаты точки, a (vl)— преобра-
преобразованные.

Мы докажем, что условие A7.7) достаточно для существова-
существования г независимых форм Пфаффа, удовлетворяющих системе

A7.6). В теории групп это соответствует третьей теореме Софуса
Ли о существовании группы преобразований с коэффициентами
структуры c(jk], удовлетворяющими условиям A7.7).

105. Доказательство Ulypa (Schur). Предположим, что имеем

решение
ш'- = 4 duk,

где А\ — функции независимых переменных ы*. Поскольку си-

система форм ©' линейно независима, определитель из коэффици-
коэффициентов Ai необходимо отличен от нуля в начальной точке:

det\Aik\=?O для и* = 0. A7.8)

Введем излишнее число г + 1 переменных вместо прежних г,
полагая

и* == ьЧ.

Тогда

Для t — 0 все коэффициенты при дифференциале At сводятся к

г функциям

4@). у*,

которые независимы в силу A7.8).
Введем величины

а' = 4-у*,
'

A7 9)
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которые можно рассматривать как новые переменные, так что

теперь

о>< = a1 dt + «'(a;t, da), A7. 10)

где©' линейны относительно dak и обращаются в нуль для t = 0.
Покажем, что можно построить решения вида A7.10) для систе-
системы A7.6).

Дифференцируя внешним образом равенства A7.10), получим

dwl = [da'dt] -f dt —— + члени, не зависящие omdt. A7.11)

Действительно, форма а1 по условию имеет вид

ш'.= Mi dak, -

Следовательно,
.

'

. .

'

dtdaA \di da]Jdt,

Члены, .содержащие d^ в правой части уравнений A7.6) для ре-
решения A7.10), будут

С[/А][dt, aQ1 — a'W) = с/лс'"[Л»"], A7.12)

где в правой части суммирование аморфное — отдельно по ука-
указателям / и Л.

Поскольку t — независимое переменное, дифференциал dt
тоже вполне произволен и после подстановки в уравнения A7.6)
выражений A7.11) и A7.12) коэффициенты при dt в левой и пра-
правой части должны тождественно совпадать. Эти члены, содержа-
содержащие dt, будут

[da' dt] + \dt —1 = djka![dt

откуда

^--dai = dka^k. A7.13)

Формы со', рассматриваемые как функции от t, удовлетворяют,
следовательно, системе обыкновенных линейных с постоянными
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коэффициентами дифференциальных уравнений. Поэтому суще.
ствует решение и только одно с начальными условиями

ш' = 0 для / = 0.

Значит, если задача возможна, то мы можем эффективно подсчи-
подсчитать решение.

106. Построенное решение удовлетворяет системе. Допу-
Допустим теперь, что решение ю' получено; мы внесем его в уравнения
A7.10) и покажем, что система A7.6) будет удовлетворена тожде-
тождественно, т. е., если положить

du>< = с?ц [тЛо*] + 2', A7.14)

то получим тождественно

Действительно, дифференцируя A7.14) внешним образом, заме-

заметим, что члены, не содержащие формы Q', обращаются в нуль
в силу условий, которые были наложены и которые мы считаем

выполненными. Мы имеем, следовательно,

l O. A7.15)

Введем символ дифференцирования d для дифференцировадйя по

переменному t и Ьл по переменному а*.

Покажем, что

2',(dA) = 0, 2<(8а,&е)Е=0. A7.16)

Сказать, что

значит сказать, что члены, содержащие dt, будут одни и те же

в левой и правой частях уравнения A7.1), но ведь именно срав-

сравнением таких членов мы и получили уравнения A7.13), интегри-

интегрированием которых получены формы to'.

Для оправдания второго уравнения A7.16) подсчитаем по

формуле A7.14) билинейную форму для t = 0. Имеем

2' (8.,.8р) = 8*ш« (8р) - &рш< (8.) - с*т К (8-) "

* (8.)}= 0,

потому что для t = 0

Теперь трилинейный ковариант с символами дифференцирова-
11 Заказ 533 jgl



ния d, К, op, присоединенный к уравнению A7.15), запишется

в виде:

dQ' (К, 8„) + baQl (8p, d) + 8pQ' (d, К}+с{т [Щй, 8.) «* (8„) +

+ В/ (8„ 8р) ш* (d) + а> (8p, d) ш* (8.)} = 0.

Здесь в силу первого (доказанного) тождества A7.16) обращаются
в нуль все формы Q1 для двух символов дифференцирования
d и 8.
Мы получим

dQ' (8., 8р) + 42^ (8., 8р) ш* (d) = 0.

Еслию*(@ заменить по формуле A7.10) и обозначить

то наше уравнение запишется в виде обыкновенного дифферен-
дифференциального уравнения

dt >k

Это — уравнение линейное однородное, следовательно, допу-
допускает решение

#' = 0,

а поскольку для t = 0 по доказанному

то это и будет единственно возможным решением для всякого t.

Таким образом, второе тождество A7.16) доказано, а отсюда

прямо вытекает обращение внешней квадратичной формы Q'
в нуль.

Остается посмотреть, будут ли все найденные формы <о'
линейно независимыми.

Заметим, что переменные a1, t входят только в виде произве-
произведений аН. Действительно, уравнения A7.13), откуда определя-
определялись формы со', допускают замену

t = kt', а1 = —, k = const.
k

Чтобы проинтегрировать систему A7.1), мы интегрируем си-

систему A7.13) с начальным условием:

'

.
<)>' = 0 для t = 0.
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Формы to' получаются при подстановке t = 1 в полученное ре-
решение to': поскольку

ш' = А{ duk, wl = tA{ dvk, uk == vkt,

TO

cu' = cu' для t = 1.

Можно, следовательно, обратить в нуль те а1 из A7.9), которые)
соответствуют двухиндексным формам <а[.

Действительно, по формуле A7.10) мы получим тогда

(»' = a1 dt + и', <й/ = и/.
1°. Например, для К = 0 (евклидово пространство), система

A7.1) напишется

<*<»< = [<n*a>?], d«/ = [и>?4], A7.17)
и система A7.13) будет

dm/
A7.18)

Действительно, сравнивая уравнения A7.17) с системой A7.6)
dm1 = с[щ [<fl^(flft]

и принимая для перевода обозначений

заметим:

a) все коэффициенты С[щ, если не обращаются в нуль, то

равны единице;
b) для i < п (случай первого уравнения A7.17)) и указатель j

будет / < п, а указатель k > п + 1;
c) для t > n (случай второго уравнения A7.17)) оба указа-

указателя /, k > п, но для столь большого / все а,- = 0.

Интегрируя систему A7.18), получаем

и, следовательно,

i

(это еще раз показывает независимость форм tof).
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2°. Если К Ф 0, то получим согласно A7.1)

at

— dal

A7. 19)

Отсюда, умножая первое на а, и суммируя по индексу i, получим

al^-=aidat, A7.20)

ибо .

Интегрируя уравнение A7.20) по t, поскольку а{ от t не зависит,

получим при начальном условии со* = 0 для t = 0

ay^tuida1. , A7.21)

Теперь, дифференцируя первое уравнение A7.19) по i, полу-
получим

d*<o' ^Ш1 V~4
¦ ^d == —/\ У d ((tuia —Л-О) ) = —i\CLCLu<?-\-I\CLjt(ludCLm
dt* dt ^-J * ' '

k

Первое преобразование выполнено с помощькГвторого уравнения
A7.19), второе — с помощью равенстваЛA7.21).

Следовательно,

и можно интегрировать при независимом переменном t и неизвест-

неизвестной функции ю?.



ГЛАВА XVIII

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ

ПРОСТРАНСТВА ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ

107. Пространство постоянной положительной кривизны
Пространство постоянной кривизны можно получить, если рас-
рассматривать гиперсферу в (п + 1)-мерном евклидовом простран-
пространстве. Покажем, что гиперсфера радиуса R имеет постоянную

кривизну —. В (п + 1)-мерном евклидовом пространстве рас-
R

сматриваем прямоугольную декартову систему координат с на-

началом О и координатами х1, . . .,
хп+1. Линейный элемент про-

пространства будет

ds2 = {dxlf + {dx2J + ...+ (dx»+1)\

Уравнение гиперсферы с центром в начале и радиусом R будет

Присоединим к фиксированной точке О ортогональный репер

с единичными базисными векторами Ь, . .
., 1„+1. Обозначим

буквой М точку гиперсферы, в которой ее пересекает радиус-

вектор направления 1я+1. Тогда

6k = Rln+i. A8.1)

При неподвижном начале вариации репера будут определяться

формами ю?(а, Р = 1 п + 1) со структурными уравнениями

Греческие буквы пробегают значения а, р, ? — 1 п + I,

165



латинские i, /, k — 1, . . .,
п. Вариации точки М получаются

дифференцированием уравнения A8.1)

<Ш = R d\n+1 = R (ш« + ? + ...+ ш«п+ tg.

Следовательно, компоненты инфинитезимальных смещений точки

М будут
«' = *Ч+1,

'

A8.2)

откуда

Дифференцируя внешним образом, получим

Итак,

do' = [Л]-]. A8.4)

Аналогично

и в силу A8.3), а также ш^+1 = — т'п+1

йш[ = [и>ЗД] l- [mW]. A8.5)

Следовательно, кривизна пространства

*-_ L

Из уравнений структуры (п + 1)-мерного пространства

d J« = 0)„ Ip

получаем в силу A8.2) и A8.1)

к = о)Ч,. A8. 6)

и окончательно

Д = ш? \ - /Сш'0^1 A8. 7)
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Будем называть аналитической пинкой совокупность координат

Л | Л , • . . , Л

и скалярным квадратом точки

Отсюда скалярные произведения

М2 = ~, ЙJ = 1 f= О, С- 1 .= 0. A8. 8)

Дифференциалы dM, dlj позволяют определить, таким образом,
дифференциалы любого вектора, рассматриваемого, как точка,

имеющая определенный скалярный квадрат: X = X* I*.
108. Отображение на проективное n-мерное пространство.

Чтобы интерпретировать отрицательную кривизну, удобно рас-
рассматривать совокупность п + 1 чисел как однородные коорди-
координаты точки пространства (эллиптического) размерности п. Здесь
точки (х\ х2,..., хп+1) и (—х\ —х2, . .

., —xn+v) рассматривают-
рассматриваются как совпадающие *.

Следовательно, эллиптическое пространство составляет толь-

только половину сферического.
Сделаем замену однородных координат и предположим, что

(x1)z + (x2J +... + (дп+!J = F(xv,xv,...

и

ds* = F(dxv, dxr, ..., dxn+ •'),

где F — однородный многочлен второй степени (форма).
Таким образом, получается определение пространства по-

посредством квадратичной формы F вместе с соотношением

F{x*',x* *«+«') =-L. A8.9)
Л

Мы начали со знакоопределенной формы, но форма F может быть

и неопределенной при условии, что ds2 будет положительным.

Мы приходим, таким образом, к гиперболическому (К < 0)
пространству. Покажем, что это возможно, если только форма
F является суммой п квадратов с положительными знаками и

одного квадрата с отрицательным.

* Для и = 2 эллиптическая плоскость получается проектированием сфе-

сферы из ее центра на касательную плоскость.
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Надо, чтобы форма F(dx) была положительной для всех зна-
значений

'

dx, связанных соотношением

которое получается дифференцированием равенства A8.9) и по-

показывает, что точка (dx1, . .
., шс"+1) лежит в пблярной гипер-

гиперплоскости точки* (лс1, . .
., хп+х) по отношению к абсолюту

F = 0. A8: П)
Если полярная гяперплоскбсть пересекает абсолют, то дифферен-
дифференциальная фирма

ds* = F(dx1,...,dx«+i) .18.12)
не сохраняет знака.

В трехмерном пространстве это требование исключает, линей-

линейчатые поверхности второго порядка и допускает только два слу-
случая:

Г. Абсолют — мнимая квадрика. Форма F положительно

определенная. Кривизна /С — положительна. Пространство эл-

эллиптическое. •

-

'

_

'

2°. Абсолют — действительная нелинейчатая квадрика, на-

например эллипсоид. Чтобы полярная плоскость точки не пере-
пересекала квадрику, надо брать точку (полюс) внутри эллипсоида.
Кривизна пространства отрицательна. Следовательно, гипербо-
гиперболическое пространство представляется внутренними точками' аб-
абсолюта. Форма F разлагается на три положительных квадрата
и один отрицательный.

109. Гиперболическое пространство. Покажем, что для

n-мерного гиперболического пространства можно взять форму
F из п положительных квадратов и одного — с отрицательным
знаком.

Рассмотрим точку Р@, . .
., 0, 1); чтобы ее координаты

удовлетворяли уравнению A8.9), достаточно взять F в виде

F - _Sf—L_ _j_ 2a,xlxn+J -f а1

Если сменить координату xn+1, взяв новую координату, равную
сумме

то координаты точки Р не изменятся и, предполагая преобразо-
преобразование уже выполненным, имеем

Л
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Линейное соотношение A8.10) в точке Р сведется к одному члену

и линейный элемент A8.12) в точке Р будет положителен, если

Предполагая форму Ф положительно-определенной, придем
к эллиптической геометрии, если'К > 0 и получим гиперболи-
гиперболическую, если К < 0.

При этом точки гиперболического пространства будут изоб-

изображаться только теми точками-евклидова пространства, коор-
координаты которых удовлетворяют соотношению

F= (^J + Ф(*' х»)<0,

т. е. внутренними точками гиперквадрики (абсолюта).
110 Представление векторов в гиперболической геомет-

геометрии. Пусть Q— гиперквадрика абсолюта иМ(хО, М'.(лс'-+ dx1) —
две соседние внутренние точки.

Можно рассматривать dx1 как координаты точки, удовлетво-

удовлетворяющие соотношению A8.10), которое показывает, что точка

(dx1) находится в полярной плоскости точки М по отношению

к абсолюту.
Тот же результат имеем для конечного вектора, рассматри-

ваемого как скорость —. Квадрат длины вектора X1 будет
dt

Это скалярный квадрат точки, представляющей вектор. Сле-

Следовательно, всякий вектор изображается точкой, расположенной
в полярной плоскости начала по отношению к абсолюту, скаляр-
скалярный квадрат этой точки равен квадрату длины вектора.

Скалярное произведение двух векторов с общим началом равно

скалярному произведению изображающих их точек.

Два вектора перпендикулярны, если изображающие их точки

сопряжены, т. е. если направления этих двух векторов сопряжены
относительно абсолюта.

Случай п = 2. Через точку можно провести бесконечное мно-

множество параллелей к прямой, т. е. прямых, которые не встре-
встречаются внутри абсолюта. Два перпендикуляра к одной прямой
параллельны и т. д.
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В эллиптической интерпретации для вектора

имеем

dX = dxl \, + х1 &\ =dxl- ?+ х1 {- tfu^OM + W?I*} =

откуда

dX = DX - ituyf'OU. A8.13)

Здесь dX — точный дифференциал, но не DX.
111. Геодезические линии в римановом пространстве. Ус-

Ускорением называется абсолютная производная вектора скорости
по времени.

Обозначая, как обычно, компоненты инфинитезимальных сме-

смещений двигающейся точки черзе ю', время через t и компоненты

вектора скорости через vl, имеем

= vl dt;

отсюда ускорение gl равно

0« = = \- vk —=-;
dt dt dt

'

полагая

mi =

получим

%
или

Для геодезической g* = 0. Отсюда уравнение геодезической

—

«)г = vl ds

(положили ds = dt).
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Замечание. Рассмотрим голономную систему с п па-

параметрами q1, . .
., qn, живая сила Т определяется уравнением

d dW\ A8.15)
мы предполагаем связи независимыми от времени.

Легко видеть, что мгновенные движения системы (без внеш-

внешних сил) будут представляться геодезическими пространства

<Д . •
., <?".

Форма A8.15) рассматривалась Вольтерра *. Он называет

vl характеристиками движения.
Состояние системы в данный момент определяется величинами

(<7г, ql), где ql = — , Вольтерра заменяет q1 линейными комбина-

комбинациями V1.
В частности, Вольтерра рассматривает случай

Это наша точка зрения.
Вольтерра ставит следующую задачу: возможно ли выбрать

v' так, чтобы jkti были постоянными (система с независимыми

характеристиками). Тогда можно отдельно интегрировать первые
и вторые уравнения A8.14).
Пример. Уравнения Эйлера (вращение] твердого тела).

Было бы интересно изучить римановы пространства с постоян-

постоянными fifi.
112. Псевдоэквиполентные векторы; псевдопараллелизм.

Можно ли в римановом пространстве выбрать в каждой точке

прямоугольный репер, так, чтобы

s dt

Тогда для всякой геодезической будет
vl = const.

Следовательно, компоненты единичного касательного вектора
будут постоянными вдоль геодезической.

Будем называть псевдоэквиполентными два вектора MX и

М'Х', если они имеют одни и те же компоненты соответственно

по отношению к их реперам.
Единичные векторы, касательные к геодезической, будут

псевдоэквиполентными.

* Y о 1 t е г г а. Atti Torino, 1887.
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Предположим, что два вектора к двум геодезическим-будут
псевдоэквиполентны в двух точках: они будут .такими везде.
Мы будем говорить, что такие геодезические псевдопараллельны.

Отсюда имеем следствия.

1°. Всякая геодезическая псевдопарйллельна самой себе.
2°. Две геодезические, псевдопараллёльные третьей, псевдо-

параллельны между собой.
. .

3°. Через всякую точку проходит одна и только одна геодези-

геодезическая, псевдопараллельная заданной геодезической.
'

4°. Если две геодезические пересекаются, то две геодезическиеТ
псевдопараллельные им в своей общей точке, пересекаются под

тем же углом.
Мы покажем, обратно, что, если возможно определить псевдо-

псевдопараллельность, удовлетворяющую следующим двум требова-
требованиям (менее сильным):

1°) Через всякую точку О проходит только одна геодезиче-
геодезическая, соответствующая данной геодезической,

2°) две геодезические, соответствующие двум пересекающим-
пересекающимся геодезическим, сами пересекаются под тем же самым углом,
что и первая пара,

то можно найти репер, дающий vl = const.

Доказательство. Возьмем в точке О ортого-
ортогональный репер. Присоединим к каждому направлению, выходя-
выходящему из точки М, компоненты а,, а^, а3 единичного вектора,
касательного к соответствующей геодезической в точке О. Угол
таких двух направлений (а) и (Ь) определяется формулой

cos <p = a-fii + a2b2 -f- аъЬ3.

Следовательно, в точке М существует определенный прямоуголь-
прямоугольный репер, такой, что, если направляющие косинусы геодезиче-
геодезической будут alt a2, а3, то такие же косинусы для соответствующей
геодезической в точке О будут тоже а„ а2) а3.

Следовательно, всякой геодезической, исходящей из точки

О, соответствует тоже геодезическая, выходящая из точки М,

Компоненты скорости подвижной точки, пробегающей геодези-

геодезическую, будут тоже константами. Отсюда следует, что
¦

7^0*0* = 0.

Действительно, в произвольной точке Мо имеем

ds

и в силу A8.14)
о, о о

fktiVfcVh = О,

что и требовалось доказать.
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Отсюда следует, что две геодезические будут псевдопарал-
лельны, если им соответствует одна и та же геодезическая, вы-

выходящая из точки О.

В евклидовом пространстве имеем обыкновенный параллелизм.
Мы увидим., что в эллиптическом пространстве имеются два

вида псевдопараллелизма.

Рассмотрим твердое тело, двигающееся с угловой скоростью
{р, q, г) и моментами А = В = С = 1. Для оси, связанной с

твердым телом,

dt dt dt
y v

Отсюда параллелизм «абсолютный».
Уравнения остаются теми же самыми для неподвижных осей

в пространстве.

ФОРМУЛЫ ФРЕНЕ ДЛЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ. Если Т —

диничный касательный вектор, в точке М, то

'

*5- = Т, -^1=0. A8.15)
as ds

F 113. Геодезические в пространствах постоянной кривизны.
Имеем в силу A8.13)

Для X = f в силу A8.15) и T-dM = ds

dT^-

откуда

ds

Положим ОМ = М. Исключая Т с помощью первого уравнения

{18.15), получим

^ A8.16)

Следовательно, интегрируя как линейное уравнение с постоян-

постоянными коэффициентами, получим, если К > О

М = Acos (s VK) + Bsin(s V~K),

А и В — постоянные точки.
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Точка М описывает прямую АВ.

Следовательно, геодезические эллиптического пространства
будут обыкновенными прямыми.

Если Мо— начальная точка прямой и То— точка, изобража-
изображающая начальное направление, то легко получаем

—*|r sin (sl/it). A8.17)
у к

Знаменатель во втором члене правой части объясняется тем, что

согласно формулам A8.8) точка М, как и все аналитические точки,

имеет модуль ——, между тем как То— единичный вектор.

ПОЛНАЯ ДЛИНА ПРЯМОЙ

1°. Сферическое пространство: К = —-
•

2R A8.18)ST=

Поскольку тригонометрические функции в уравнении A8.17)
имеют период 2я, то аргумент sy К может меняться от 0 до Зя,

а, следовательно, длина дуги s от 0 до
УК

2°. Эллиптическое пространство:

A8.19)

В эллиптическом пространстве отождествляются точки с проти-
противоположными знаками координат. Так как при увеличении аргу-
аргумента на я обе тригонометрические функции уравнения A8.17)
меняют знаки, то периодом для точки М следует считать возра-

возрастание s УК на я и s на ——.

УК
Можно непосредственно умножить обе части A8.17) на Мо.

Поскольку

получим

М0М = ~cos(s УК) = Я2cos 4"
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откуда по-прежнему при неподвижной точке Мо периодом для

точки М надо считать —.
R

3°. Гиперболическое пространство: К = -t< 0. Теперь при

интегрировании уравнения A8.16) вместо тригонометрических
функции появятся гиперболические

+Totfsh(-^, A8.20)

Или, меняя нормирование аналитической точки М,

A8.21)

Когда s меняется от 0 до оо, М меняется от Мо до Мо+
последняя точка лежит на абсолюте, ибо

Значит, абсолют является геометрическим местом бесконечно

удаленных точек прямых; каждая прямая имеет две бесконечно

удаленные точки P(-f-oo) и Q(—со). При изменении знака s ги-

гиперболический тангенс th — тоже меняет знак, но в гиперболи-
R

ческом пространстве нет отождествления точек с противополож-
противоположными знаками их координат.

44. Мероопределение Кэли. Кэли (Cayley) определял про-
проективное расстояние ММ0 посредством сложного отношения

(MM0QP);

поскольку параметры этих четырех точек пропорциональны
числам

th — , 0, — 1, + 1, то

1 + th-J- sh-|-+ <*-§¦ &_
«

—

R H
— CR .

Отсюда

l_th-i _sh^- + ch-|-

-^-ln(MMeQP).
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Замечание. В трехмерном пространстве возьмем за

абсолют евклидову сферу радиуса R.
Мы можем принять за параметр точки М евклидову длину

г = | ОМ |. Легко получаем



Г. ТЕОРИЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ЛИНИЙ

ГЛАВА XIX

ВАРИАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ НА ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ
ЛИНИИ

115. Поле геодезических. Мыбудем рассматривать семейство
линий, близких к дуге кривой АВ, с параметром семейства а,
который обращается в нуль для кривой АВ. • ¦ ¦

¦;

Точки на каждой линии семейства определяются параметром t.

За ось I, возьмем вектор, касательный к дуге линии семейства.
Символы дифференцирования полагаем

d = — -dt
dt

.

ш' (d) = и', ю' F) = e1;

= — -do.,
да

в силу нашего выбора оси 1, имеем

и1 = ds, оJ = ... = и" = 0.

Из уравнений структуры A7.1) следует

d*f = [u)V;j + (t, /, k = 2,.:., я),

откуда получаем билинейные разложения
SoI =-dex +elv\,

= 0,

= de{ +

A9.

116. Стационарность длины дуги геодезической в семей-

семействе линий, соединяющих две данные точки. Покажем, что

12 Заказ 533
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длина дуги АВ в семействе линий, проходящих через точки А и В,

стационарна только для геодезической.

Поскольку все линии семейства теперь проходят через точки

А и В, вариация со'(о) в этих точках равна нулю:

е* = 0 в точках А я В. A9.2)

Поскольку дифференциал длины дуги кривой семейства равен
<о\ длина этой линии между точками A is. В выражается интегра-
интегралом

в

Отсюда вариация этой длины при переходе от одной кривой се-

семейства к другой при фиксированных концах А и В будет

в

Ык = \ Sco1,
А

или с помощью формул A9.1)
в в в в

8Х = f (de1 + «Ч1) = f de1 + Гв»ю> = f (A>> + ... + «"<¦>•), A9.3)
i i i i

в

ибо первый интеграл Г de1 сводится к разности значений е1 в точ-

точках Ли 5 и в силу условий A9.2) равен нулю.
Чтобы иметь 5А, = 0 при любых вариациях el(i = 2, . .

., п),
обращающихся в нуль в точках А и В, необходимо и достаточно,

чтобы

0^ = 0 A = 2, ...,п), A9.4)

а это показывает, что рассматриваемая дуга А В — геодезиче-

геодезическая. Действительно, по формуле A5.24) абсолютный дифферен-
дифференциал касательной |х будет,

и при условии A9.4) касательная сохраняет направление. Та-
Таким образом, мы согласовали наше определение геодезической
с определением Римана (п. 61).
Замечание. Мы видим, что всегда на геодезической мож-

можно так выбрать реперы, чтобы
ш' = 0, ш', = 0 (/ = 2,..., п).

178



117. Первая вариация длины дуги геодезической. Подсчи-
Подсчитаем вариацию длины дуги геодезической А В, когда АВ перехо-
переходит в А'В'.
Мы отказываемся от требования, чтобы все линии семейства

(а) проходили через общие всем им точки А и В, и взамен этого

потребуем, чтобы все линии семейства (а) были геодезическими.

При этом условие A9.4) распространяется на все семейство (а).
Тогда вариация длины дуги геодезической A9.3) примет вид

SX - Г (de1 + Л>>) = i de* = (еЪ- (еЪ-
i i

Здесь (е')л есть проекция смешения АА' на касательную в точке А

дуги А В; а (е1)в — проекция смещения ВВ' на касательную в точ-

точке В дуги АВ (фиг. 7).

Фиг. 7

Полагая углы между касательными АА' и А В в точке А и

аналогично в точке В равными а и 0:

а = (ААГ, АВ), р = (ВВ', АВ),

получим искомую вариацию длины в виде

SX = — АА' cos a — ВВ' cos р.

Следствие. Рассмотрим семейство геодезических,
не имеющих общих точек, и допустим, что их начала А опи-

описывают линию, ортогональную к геодезическим, и все геодези-

геодезические имеют одну и ту же длину.
Тогда 1% = 0, ибо длина геодезической не меняется; cos a = О

по условию ортогональности. Следовательно, cos P = 0, и тра-
траектория конечной точки ВВ' будет тоже ортогональной к семей-

семейству геодезических.
Таким образом, если из точек произвольной линии АА' про-

проводить геодезические ортогонально к этой линии и на каждой
геодезической откладывать один и тот же отрезок, то геометри-
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ческое место концов этих отрезков образует тоже ортогональную
траекторию семейства геодезических.

Таким образом, получается понятие параллельных кривых
АА' и ВВ'. Так же получается понятие параллельных поверхно-
поверхностей (различной размерности).

118. Вторая вариация длины дуги геодезической. Подсчи-
Подсчитаем вторую вариацию длины дуги геодезической при фиксиро-
фиксированных концах А и В.

Рассмотрим непрерывно-дифференцируемое семейство линий

(а), соединяющих точки А и В, в окрестности геодезической а = 0.

Теперь в уравнении A9.3)
в в

Ы= [dex+ \etw\. A9.5)
А А

Мы не можем считать.<а[ = 0, ибо линии семейства (а), кроме
а = 0, вообще не геодезические. Зато при фиксированных кон-

концах А и В \

<о11Щ:=&1 =Q в точках А и В. A9. 6)

Следовательно, первый .интеграл- в правой части A9.5) равен
нулю, и

¦ -

.. А

Вторая вариация при неподвижных концах А и В будет
|{' -

'

в

А

но.для геодезической а = 0 имеем со) = 0 и

в

'8«I. A9.7)
.

¦

Дополнительные условия. Допустим, что в каждой точке

геодезической А В репер получается из начального в точке А

параллельным переносом. Это влечет за собой вдоль геодезиче-

геодезической А В обращение в нуль to':

«>': = 0 ((, /=1 п). A9.8)

Следовательно, по третьей формуле A9.1) в силу A9.8)
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и равенство A9,7) примет вид (в силу «! = —ш'р ш1 = ds)
в

82Х = f {_el deil + Ru, xkeek ds} \ A9. 9)
i

Между тем втЬрое уравнение A9.1) даст теперь в силу

ш1 = ds, ш2 = ... =ш" = 0, §со< = О,

а также равенства A9.8)
йё = е< ds.

Теперь мы можем первый член правой части равенства A9.9)
интегрировать по частям:

А А А А

ибо е1 = 0 в точках А и В.
Таким образом, вторая вариация по формуле A9.9) прини-

принимает вид
в

Ьг\ = Г {? (е',J + Ru, lkelek} ds. A9. 10)
A I

Рассмотрим теперь риманову кривизну в плоском направле-

направлении, определяемом геодезической MB и вектором ММ', где
М и М' соответствуют одному и тому же значению / на двух ли-
линиях семейства. Матрица компонент, определяющих эти направ-

направления, будет
1 0 0 ...0

el e2 es ... еп

и риманова кривизна A6.13) равна

%^*1),
"

A9.11)
S (е;J

откуда по формуле A9.10)
в

Если кривизна отрицательна К < 0, то 82Х > 0, и дуга геоде-
геодезической имеет минимум (заключение не строгое).

Если К. < 0 и дуга АВ не слишком велика, то опять 82А, > 0.
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119. Минимум длины дуги геодезической (доказательство
Дарбу). Проведем через точку А гиперповерхность, нормаль-
нормальную к дуге АВ, и семейство параллельных гиперповерхностей,
проходящих через точки дуги АВ.

Если дуга А В не слишком велика, то через каждую точку,
соседнюю с линией АВ, пройдет одна и только одна из этих ги-

гиперповерхностей. Чтобы определить точку Р, лежащую на ги-

гиперповерхности семейства, проходящей через точку М линии

АВ, примем за координаты параметр
и = АМ

и параметры v, w, . . . гиперповерхности (М) с линейным эле-

элементом da*. Тогда для линии, проходящей через точку Р и соеди-

соединяющей точки А и В, получим линейный элемент

и, следовательно,

и, о,

; ?
°

>}
т. е.

АР > чМ

и геодезическая а = 0 будет кратчайшей.
120. Семейство геодезических равной длины, пересекаю-

пересекающих одну и ту же геодезическую под постоянным углом.
Пусть дано Семейство геодезических одной длины а, выходящих из

точек геодезической АВ и составляющих с ней один и тот же

угол «р. Найдем разность между длиной АВ и длиной линии, об-

образованной концами этого семейства геодезических, если отрезок а

бесконечно мал.

Для а = О имеем, принимая 8 = — и 8а = 1,
да

el=cos<? A9.13)

и при подходящем выборе репера
еа = sin <р, «» = ... =ея = 0 A9.14)

(выбор репера, очевидно, не совпадает с выбором его в п. 118).
Вариация длины линии АВ при смещении точек по геодезиче-
геодезическим нашего семейства (щри возрастании а) определяется по

формуле A9.5)
в в

8Х= \del+ Ге'«I, П9. 15)
{

.
а
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или

= Ил-Ид+f <*•>>> A9Л6)
X

Вторая вариация будет

или, учитывая формулы A9.13) и A9.14) и помня, что при ортого-
ортогональном репере <о{= 0, получим

Так как 8D = — 8<о?, то по третьей формуле A9.1), помня, что

для геодезической а = 0 в силу A9.4) форма ш" равна нулю,

будем иметь

&(¦>» = —&»

и потому

- sin <p f {de* +^- /?12> ^ш»}; A9. 17)

но из второго уравнения A9.1) для i — 2 получаем

ибо на линии а = 0 имеем ш2 = 0, е2 = sin <p = const, o^ = 0,

<«| = 0 и для i> 2

0 = — ёх ds + al2 sin <p ds,

ибо для i > 2 имеем 8ш' = 0, ё = 0, ш? =а*2 ds. Отсюда следует

е? = 0, ^=48'ПСР A'>2)-

Следовательно, вторая вариация A9.17) принимает вид

в

14 = (8е% - (8е')л + sin <р Г Щ (а</ sin <p ds + Rl2,12 sin 7 dsj =
А

В

=¦ (ЬеЪ- (ЬеЪ + sin2 <р Г (V ЦJ - /c)ds,
А I

где /С — риманова кривизна в плоском направлении (АВ, АА').
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При нашем построении репера

De = be1 + ekek = О,

а, поскольку линия АА'— геодезическая, то е\ = О и

Be1 = 0.

Следовательно, -

в

^)s, . A9.18)
А I

НО

Следовательно,

где h — приведенный шаг винтового движения, которое перево-
переводит АА' в соседнее положение.

Следовательно,

в

¦ 'В2Х = sin2 ср Г/-1--К") ds= sin2?/—-/()/, A9.19)
А

где
в

i
Разлагая теперь длину

А'В' = X

в ряд по степеням инфинитезимальнои длины а, отложенной на

геодезических семействах, получим

. . 1 = 1 + аЬ\ + ±аШ + ...; . A9.20)

прекольку для геодезической а = 0 первая вариация 8Х = 0,
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имеем

или, если черезS обозначить площадь «параллелограмма» (фиг. 8>
АВВ'А'

*=?-К-±. 09.22,

Г. Предположим, что — = 0. Тогда АА' и ВВ' будут «па-
h

раллельными» в смысле Леви-Чивита. Леви-Чивита называет

тараллелограммоидом» фигуру, которая получается, если про-

Фиг. 8

вести через концы А и В геодезической АВ две «параллельные»-
геодезические АА', ВВ' одинаковой длины и соединить точки

А', В' дугой геодезической А'В'.
Наш «параллелограмм» будет аналогичной фигурой при

.А-1 = 0. В этом случае

A9. 23)

В евклидовом пространстве 1-Х. В эллиптическом X < 1Г
в гиперболическом X > /.

Пример. Двумерное сферическое пространство (п = 2,

Ф = - ]. Мы видим, что дуга малого круга А'В'<АВ; четырех-

четырехугольник АВВ'А' не будет параллелограммоидом.
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Снова получаем

К = — (R — радиус сферы).

2°. Предположим, что - Ф 0. Если К. < 0, то разность

-к
\ / _ ¦S2

увеличится по сравнению с евклидовой.
Она может уменьшиться в эллиптическом

пространстве, но можно так выбрать А, что

будет к = / и даже X > / (фиг. 9).

Пример. л = 3, /С•=¦ 0, (р =
—

.

Опять находим

Фиг. 9



ГЛАВА XX

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ОКОЛО

ДАННОЙ ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ

121. Расстояние между соседними геодезическими и кри-
кривизна пространства. Возвращаемся к реперу, выбранному в

п. 118. Мы тогда переносили репер вдоль геодезических по

принципу параллельности. Вдоль геодезической имеем

о)/ = 0. B0. 1)

Пользуясь теперь формулами A9.1), получим

Зш1 = de\

0 = йё - ёх ds,

0 = de\ — Ru, ikek ds.
B0. 2)

Эти уравнения дают нам закон, по которому надо удаляться от

геодезической АВ, чтобы найти инфинитезимально близкую
геодезическую.

Дифференцируя по s второе уравнение B0.2) и пользуясь

i
третьим, чтобы исключить , получим

4 ds

остается произвольным.
Полагая

B0.3)

B0- 4)
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напишем

&Ч1
= 0. B0. 5}

Кривизна в плоском направлении, определяемом геодезической
и дугой (е1), будет

^-, B0.6)

Образуем параллелограммоид ABB'А' (фиг. 10). Полагаем

АВ = /, АЛ' = а.

-A" I

Фиг. 10

Ищем верхнее основание (геодезическую, соединяющую точ-
точки А', В')

А'В' = /'.

Обозначим через фо угол в точке А, следовательно, я — 9°
—

угол в точке В.

Пусть X будет длиной дуги А'В'— геометрического места то-

точек, равноудаленных от геодезической АВ, тогда по формуле
A9.23)

-^- = К. ¦ B0.7>

Разность X— V не имеет значения в нашем приближении, кото-

которое останавливается на аЧ (см. A9.21)), ибо, если а — среднее
расстояние между I и /', то X— /' будет порядка а2/' или а2/,
а а будет порядка al. Следовательно, разность X — Г будет по-

порядка аЧ3.
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., "Подсчитаем формулу B0.7) прямо.
Полагая о =—, из. формулы A9.15) получим

da

о1 =

(е1)в-(е%^, j B0 g)

Между тем мы имеем

и в точках Л и Б по формулам A9.13), A9.14)

е1 = cos ср0, е2 = sin ср0, е3 = ...
= еп = 0. B0. 9)

Следовательно, внося во второе уравнение B0.8), получим

где в силу второго уравнения B0.2)

del .

е. — —- = е\
ds

82Х = sin ср0 {(е'2)в - (е'2)А} = I sin <р„ (е )с,

где С—подходяще выбранная точка между Л и Б, а е = -

С помощью уравнения A9.19) при
— = 0 получим
h

8^ = -K7sin2cp0,

т. е. в силу A9.20)

и мы возвращаемся к формуле
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122. Сумма углов параллелограммоида. Обозначим буквой
Ф угол между направлениями АА' и А'В'. Имеем в точке А в си-

силу B0.9)

— sin <po5<p = be1 = sin <p0 (е'2)А;

сокращая на stncpo и интегрируя

8? = - (е'2)А

при условии Ьа = 1 (п. 120), получим

<р-<ро = -а(е2)А. B0.

В точке В, поскольку АВ = I, имеем

)А+Р(е2)А,

или по формулам A9.14) и B0.9)

sin <р = sin <p0 + / (е2)А +±Р (е"г)А;

так как

sin<p — sin<р0 = (<р — <p

то, следовательно,

- a cos «Pi (e'2)A = I (e2)A +—P (е )А.

Считая —

стремящимся к нулю, будем иметь из последнего равен-

равенства

откуда в силу B0.3)

(e;U=-yff/sin<p0. B0.11).

Сравнивая равенства B0.10) и B0.11), имеем

V
— Ъ =

г- ^Ca/sin <р0,
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т. е.

где S = at sin <p0—площадь параллелограммоида.
Сумма двух внутренних углов А и А' будет

а сумма всех углов параллелограммоида

2* + KS.

Это исследования Саккери (Sacchert).
123. Устойчивость движения материальной системы бе»

внешних сил. При заданной геодезической АВ и бесконечно близ-
близкой геодезической А'В' в точке А' будут ли все точки А'В' оста-

оставаться бесконечно близкими к точкам АВ?

*>" e'-0

Фиг. И

Можно в этом случае всегда так сделать, чтобы Atj (см. B0.4)
имели значения

Основные уравнения теперь с разделяющимися переменными

= 0. B0. 12)

Если один из компонентов /С»<0, то будет неустойчивость. Если
все Kt>0, то движение устойчивое.
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Предположим, что размерность пространства п = 3; развер-
развернем геодезическую в евклидово пространство. В привилегиро-
привилегированном направлении е2 (или е3) изображение плоское. В других
направлениях изображение в виде пространственной кривой
(фиг. И).

124. Исследование максимума и минимума длины геоде-
геодезической при Ац = const.

Допустим, что при фиксированных точках А и В имеем

/с, («,)

Примем пространство двумерным (л = 2) и постоянной кривиз-
кривизны. Тогда

где е удовлетворяет уравнению

//" I V11 Л. II"' U -4- I\U = U, U =

Если уравнение U" + KU = 0 допускает решение, необращаю-
необращающееся в нуль между Л и Б, т. е. если есть соседняя геодезическая,

не пересекающая АВ, то &2Х>0, и минимум существует (при вы-

выполнении некоторых дополнительных условий). Пусть К. < 0.
Мы можем положить

е = iJJ, yj = 0 в точках Л и Б.

Тогда

52Х = J (l/V2 + VUU'-rrf + УV - KU\2) ds. •

л

При этом

В .

'

В ¦ В

rf ds = f UU' d (yB) = [UU'rftf -[tfd (UW) = #

A A

В

=* § r? {UU" + U'2) ds
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82X = Г (Uh{% - ии\% - KU\2) ds = f Uht'z ds>0 B0. 13)
A ¦ A

Это условие осуществляется, если К < 0.
Если /С > 0, то

U = asm(s-so)VK.

При перемещении на длину, меньшую -у=-, условие L/фО удовле-

творяется, и мы имеем минимум.
Пример сферы. Если АСВА'>я (фиг. 12), минимума

геодезической нет. Действительно, рас-
рассмотрим соседнюю дугу ADB = АСВ=
= я, где точка D — произвольная точ- й-

ка, близкая к точке В; проведем дугу
большого круга DA'. Имеем

AD + DA' <AD + DB + ВА' < АСВА'.

Можно всегда освободиться от особой
точки D.

Вернемся к общей задаче для про-
произвольной размерности п. Минимум
обеспечен, если все Kt < 0. В против-
противном случае возьмем наибольшее из по-

положительных Ку. Минимум обеспечен
для геодезической длины меньшей

Tt
125. Симметричные векторы. Рассмотрим точку О риманова

пространства. При заданной точке М проведем геодезическую ОМ
и на продолжении этой геодезической отложим дугу ОМ'— ОМ.

Точка М' называется симметричной точке М относительно точ-

точки О.

Рассмотрим вектор V, исходящий из точки М; это скорость
подвижной точки, описывающей некоторую линию (С), для ко-

которой симметричной относительно О будет линия (С). Скорость

\'(У'= V) подвижной точки, описывающей линию (С), будет

вектором, симметричным вектору V.

*Goursat. Cours d'Analyse III. Calcul des variations.

13 Заказ 533
193



Перенесем посредством параллелизма V в Vi с началом в точке

М'. Вектор V i противоположен вектору V' с точностью до бес-
бесконечно малых третьего порядка.
Доказательство. Мы имеем семейство геодезиче-

геодезических MOM', зависящее от параметра а. Переносим реперы из

точки О в каждую точку М посредством параллелизма, так что

о,/ = О,

и имеем формулы (Леви-Чивита) B0.5)

Все е1 обращаются в нуль для s — О, следовательно, также все

е1' обращаются в нуль при s = 0.
Положим

= а'.

Мы имеем с точностью до четвертого порядка

1
pi ¦— /7' ч ч А' а

б
&

Следовательно, в точке М

1

6

точке М'

о

имеем в этих точках равные и противоположные значения.
Положим

аЧ = Ы;

тогда
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с другой стороны

е» @ = г - Л
— е1 (— /) = Г — /,

где /'—длина дуги соседней с ОМ геодезической. Следовательно,
полагая

еЦ1)^Ь\
имеем точно

—» —*

Для конечных векторов V, V все Ы будут конечны; отсюда

следует объявленный результат, ибо компоненты V/ будут
те же, что и для V.

126. Параллельный перенос посредством симметрии. Итак,

чтобы перенести параллельно вектор V из точки М в точку Мг,

строим вектор, симметричный вектору УвточкеЛ!', и берем век-

вектор, противоположный V. Построение точно до бесконечно

малых третьего порядка.
Построение будет вполне точным, если величины ё—нечет-

ё—нечетны, т. е. величины А1ь — четны. Так будет, если все A'k будут1 по1

стоянными (случай, рассмотренный в пп. 123, 124). Кривизна
в направлении плоского элемента сохраняется, когда переносят
этот элемент посредством параллелизма касатгльно к этому

элементу. Симметрия тогда сохраняет ds2 (она будет изометри-
изометрическим преобразованием).

Это сводится к тому, что две подвижные точки, постоянно сим-

симметричные относительно точки О, в каждый момент имеют одну

и ту же скорость, что в силу предыдущего, очевидно. \

Обратно допустим, что симметрия относительно некоторой
точки О будет изометрией. Тогда параллельный перенос сохра-
сохраняет кривизну.

Действительно, рассмотрим в точке М бивектор (X, Y) и пе-

перенесем его в бивектор М'(Х', Y') .Пусть точка О — середина гео-

геодезической ММ', и бивектор (Хц, Yx) симметричен бивектору

(X, Y). Поскольку симметрия изометрична, она сохраняет кри-

кривизну. Следовательно, кривизна площадки M'(Xi, Yi) равна

кривизне площадки М(Х, Y); но (Хх, YJ совпадает с (X', Y')
до бесконечно малых третьего порядка.

13*
'
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Следовательно, риманова кривизна К сохранится до бесконеч-

бесконечно малых третьего порядка.
Замечание. Перенос не обязательно касателен к плоско-

плоскому элементу.
Частный случай. Пространства постоянной кривизны.
Следствие. Возьмем две точки О и О' на одной геодези-

геодезической и выполним последовательно две симметрии. В этом пре-
преобразовании геодезическая 00' скользит сама по себе. Это пре-
преобразование становится изометрией, если этим свойством обладает

симметрия.
127. Определение трехмерных пространств, где парал-

параллельный перенос сохраняет кривизну. Оставим в стороне
случай, когда квадрика-индикатрисы Q кривизны будет сферой.

Предположим сначала, что Ки, Км, Кзз различны. Этот
случай не может представиться. Действительно, возьмем в каж-

каждой точке триэдры главных направлений. Главное направление
остается главным при параллельном переносе. Следовательно,

\\ переносится в 1Х и Dlt= О, откуда

Значит, кривизна равна нулю, что противоречит условию.
Остается рассмотреть случай, когда квадрика Q будет поверх-

поверхностью вращения:

Кц = А22 = А, ^33 = ^> А ф С.

Совместим вектор 13 с осью вращения индикатрисы. Параллель-

Параллельный перенос переводит вектор 13 в Г3, но не обязательно сохра-

сохраняет также Ij, I2.
Имеем только

Следовательно,

шз = 0, ш§ = О

и также

А = const, С = const.
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Обратно, допустим справедливость этих четырех равенств.
Тогда параллельный перенос сохраняет кривизну

поскольку А, С, т и, следовательно, а2+ р сохраняются. В та-

таком случае имеем уравнения структуры в виде

duI = [оJо)'],

doJ = [ш'оJ],
B0. 14)

'=—С[ш1оJ].

Кроме того,
dw* = — А [о/ш3].

Следовательно,
Л = В = 0,

Существуют ли пространства, удовлетворяющие системе B0.14)?
Прежде всего, из третьего уравнения B0.14) следует

оK = dz.

Три других уравнения B0.14) будут уравнениями двумерного
пространства постоянной кривизны С Ф 0.

. Следовательно, все решения будут

ds% = dz% + da2,

где do2— линейный элемент двумерного пространства постоян-

постоянной кривизны, не равной нулю.
Можно определить все изометричные преобразования этого

пространства. Такое преобразование должно сохранять базисный

вектор 13, а следовательно, и dz:

dz = dz',

z'=z + c.'

Кроме того, есть еще два семейства изометричных преобразова-
преобразований da2 (соответствующие собственным движениям и движениям

вместе с симметрией).
Таким образом, имеется четыре семейства преобразований.
Замечание. Для пространств размерности более

трех получаются важные результаты. Мы вернемся к этому во-

вопросу в главе «Симметрия и параллельный перенос».
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ГЛАВА XXI

ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ
'

128. Поверхность, геодезическая в точке. Метод Севери
параллельного переноса вектора. Если через заданную точку
А риманова пространства провести различные геодезические (про-
(пространства), касательные в этой точке к одному и тому же плоско-

плоскому [элементу, то получим поверхность, которая называется гео-

геодезической в точке. А. Чтобы узнать, будет ли заданная поверх-

поверхность геодезической в одной из своих точек, достаточно рассмот-
рассмотреть геодезические, касательные к поверхности в этой точке:
они должны на ней лежать целиком. .

Поверхность, геодезическая в точке А, обладает в этой точ-

точке нулевыми главными кривизнами, так как нормальная кривизна
равна нулю при переходе из точки А к инфинитезимально близ-

близкой точке А' этой поверхности. Если параллельно перенести из

точки А в точку А' вектор, касательный к поверхности в точке Л,
то ан останется касательным к поверхности и в точке А' (до бес-
бесконечно малых порядка выше первого).

Отсюда можно получить геометрическую конструкцию Се-

Севери
*
для параллельного переноса вектора.

Чтобы перенести посредством эквиполентности вектор X
с началом в точке А в инфинитезимально близкую точку А',
надо построить геодезическую, соединяющую А и А', а также

геодезическую поверхность в точке А, касающуюся в А этой гео-

геодезической и вектора X; искомый вектор X' будет касаться в /поч-

/почке А' этой поверхности и образовывать с геодезической АА'г про-
—»

долженной за точку А', тот же угол, что заданный вектор X

образует в точке А с геодезической АА'.

* F. Sever i. Sulla curvatura di superficie e varieta. Rend. Circ.
matem. di Palermo, 1917, t. 42, pp. 227—229.
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Последняя часть теоремы вытекает из того, что направление
геодезической АА' в точке А' параллельно ее направлению в точ-

точке А и параллельный перенос сохраняет угол двух направлений.
Важно заметить, что при параллельном переносе вектора X

вдоль конечной дуги геодезической АА' (достаточно продолжен-
продолженной) получаемый вектор вообще не будет касаться рассматривае-
рассматриваемой геодезической поверхности, ибо нет никаких оснований зара-
заранее утверждать, что поверхность, геодезическая в точке А, бу-
будет геодезической в других точках геодезической АА'.

Если две поверхности, пересекаясь по линии (С), будут гео-

геодезическими во всех ее точках, то они будут пересекаться под
постоянным углом, ибо линию (Q можно рассматривать как ли-

линию кривизны на каждой из этих поверхностей.
Действительно, если развернуть линию (С) на евклидово

пространство (п. 67), то в каждой точке это пространство будет
касательным к первой и ко второй поверхности. Многообразие
плоских касательных элементов каждой поверхности вдоль ли-

линии образует, «полосу кривизны» (в смысле Бляшке), т. е. после

развертывания в окрестности развернутой линии (Q образы ка-,

сательных плоскостей первой и второй геодезических поверхно-
поверхностей будут вести себя так, как касательные плоскости двух по-

поверхностей в евклидовом пространстве, пересекающихся по об-

общей линии кривизны.
В частности, сохраняется теорема Иоахимсталя о пересечении

поверхностей под постоянным углом.

129. Вполне геодезические поверхности. Поверхность, гео-

геодезическая в каждой из своих точек, называется вполне геодезиче-
геодезической* (Адамар). Она обладает характеристическим свойством:
всякая геодезическая, которая ее касается, вся ей принадлежит.

Другое характеристическое свойство: всякая геодезическая,
имеющая с ней две общие точки (достаточно близкие), вся ей при-
принадлежит. Действительно, пусть А и А'— эти две точки; из точ-

точки А выходит на поверхности бесконечное множество геодези-

геодезических, которые заполняют всю поверхность в достаточно малой

окрестности; одна из них, следовательно, проходит через точку
А' и поскольку через две, достаточно близкие точки поверхности,
проходит только одна геодезическая, то это и будет та геодезиче-

геодезическая, которую мы рассматриваем. Обратная теорема доказывается
так же. Вполне геодезические поверхности обладают, следователь-
следовательно, характеристическими свойствами плоскости в евклидовом про-
пространстве. Можно было бы сохранить за ними название плоскостей,
но мы увидим, что существование в римановом пространстве та-

таких «плоскостей» — явление исключительное.

J. Hadamard. Bull. Soc. math., B), t. 25, 1901, pp. 37-40.
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Вполне геодезическая поверхность обладает следующим11
тремя свойствами, которые эквивалентны.

Во-первых, она имеет в каждой своей точке нулевые главные

кривизны.
Во-вторых, единичный вектор нормали к поверхности остает-

остается нормальным при произвольном параллельном переносе вдоль

поверхности.
В-третьих, всякий вектор, касательный к поверхности, остает-

остается касательным при произвольном параллельном переносе вдоль

поверхности.

Второе свойство — непосредственное следствие первого, ко-

которое в свою очередь будет следствием второго. Что касается вто-

второго и третьего, то они, очевидно, эквивалентны друг другу.
Покажем, что третье свойство характеристичнодля вполне

геодезической поверхности; отсюда будет следовать, что каждое

из двух первых также характеристичны для этих поверхностей.
Предположим, что всякий касательный вектор к заданной

поверхности (S) остается к ней касательным при параллельном
переносе, когда его вершина описывает произвольную кривую на

поверхности. Отсюда следует, что ускорение точки, которая опи-

описывает любую линию на поверхности, всегда касательно к поверх-
поверхности. Если выразить координаты поверхности в функциях двух
параметров а, р\ то достаточно двух дифференциальных уравне-
уравнений второго порядка относительно а, р\ чтобы выразить; что

ускорение подвижной точки равно нулю; следовательно, на по-

поверхности существует геодезическая (пространства), проходящая
через произвольную точку этой поверхности и имеющая в этой точ-
точке произвольное касательное к поверхности направление. Про-
Проверка подсчетом не затруднительна.

•

130. Развертывание на плоскость линий вполне геодезиче-

геодезической поверхности. Другое замечательное свойство вполне геоде-

геодезической поверхности следующее: всякая линия вполне геоде-
геодезической поверхности при развертывании на евклидово простран-
пространство становится плоской.

Действительно, поскольку абсолютный дифференциал еди-

единичного касательного вектора сам будет касательным вектором

поверхности, главная нормаль будет касательной к поверхности;
единичный вектор бинормали будет, следовательно, нормален
к поверхности, и его абсолютный дифференциал равен нулю;
значит, кручение кривой равно нулю. При развертывании кривая,
имеющая нулевое кручение, становится плоской линией,

Обратное предложение тоже справедливо. Предположим, что

кручение каждой линии на поверхности равно нулю, или,, что

сводится к тому же, что скорость, ускорение первого порядка
и ускорение второго порядка точки, произвольно двигающейся
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по поверхности, будут все время компланарны. Пусть поверх-
поверхность определяется уравнением и3= 0. Всегда можно себе пред-
представить другую точку, двигающуюся по поверхности так, чтобы

dul <Ри1
в данный момент величины и -— имели те же числовые

dt dt*

d*ux dW
значения, как и у первой точки, а величины и — менялисьУ У

dfi dt3

от первой точки ко второй на величины (а1, а2). Отсюда следует,
что произвольный вектор (а1, а2), касательный к по-

поверхности, будет компланарен скорости и ускорению первой точ-

точки; значит, это ускорение лежит в касательной плоскости поверх-

поверхности, и все линии на поверхности будут асимптотическими. По-

Поверхность будет вполне геодезической.
131. Теорема Риччи об ортогональных траекториях семей-

семейства вполне геодезических поверхностей. Мы сейчас выведем
из предыдущего замечательную теорему Риччи *.

Если в римановом пространстве существует однопараметриче-
ское семейство плоскостей, то их ортогональные траектории уста-
устанавливают между различными плоскостями семейства изометри-
изометрическое точечное соответствие.

Действительно, пусть (Р)— плоскость семейства и (Р') —бес-
—бесконечно близкая плоскость. Пусть (С) — произвольная линия,

проведенная на плоскости (Р), и (С') — геометрическое место

точек пересечения с плоскостью (Р') ортогональных траекторий,
проведенных через точки (С). Построим отображение риманова
пространства на евклидово пространство сопряжения (п. 67)
вдоль линий (С). В этом представлении линия (С) будет плоской,
а линия (С) получается из нее, если провести через всякую точку
линии (С) бесконечно малый отрезок, нормальный к плоскости

линии (С); следовательно, первая вариация длины произвольной
дуги линии (С) равна нулю при переходе of (С) к (С)- Поскольку,
с другой стороны, длина (С') сохраняется в этом представлении до
бесконечно малых второго порядка, мы видим, что в римановом
пространстве первая вариация длины дуги линии (С) равна нулю

при переходе от плоскости (Р) к бесконечно близкой (Р'). Это и

требовалось доказать. Отсюда — интересное следствие. Возьмем
в одной из плоскостей (Ро) семейства произвольную систему коор-
координат и, v и обозначим буквой w переменный параметр, опреде-
определяющий различные плоскости семейства. Линейный элемент про-
пространства будет тогда иметь вид

ds2 = d^ + H (и, v, w) dw2, ¦ B1.1)

* Ricci. Forraole fondamentale nella teoria gene rale del la varieia e

della loro curvatura; Rend. Ace. Lincei, 1903, t. 12, pp. 409—420.
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где d<s2— линейный элемент плоскости (Ро):

da2 = E(u,v) du2 + 2F(u, v) dudv + G{u, v) dv1. B1. 2)

Поскольку полученный линейный элемент B1.1) содержит толь-

только одну произвольную функцию трех аргументов (и функции
двух аргументов), следует, что римановы пространства, допускаю-
допускающие однопараметрическое семейство плоскостей, — исключи-

исключительное явление, ибо, по замечанию Римана, наиболее общий ли-

линейный элемент с тремя переменными зависит от трех произ-

произвольных функций трех переменных (существует шесть произ-
произвольных коэффициентов, но возможность произвольной замены

координат приводит число произвольных функций к трем).
Такое преобразование должно сохранять базисный вектор

13, а следовательно, dz:

dz = dz',

г' = z + c.

Мы приходим к заключению п. 127.



Д. ВЛОЖЕННЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

ГЛАВА XXII

ЛИНИИ В РИМАНОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

132. Формулы Френе в римаиовом пространстве. Теория
кривизны линий в римановом пространстве такая же, как й в ев-

евклидовом.

Напомним формулы Френе в евклидовом пространстве (фиг. 13)

ds

dT

ds

M

ds

dB

¦ j

1

P
N,

1

P

1

T i
'
R

.M

1

P

1

—

кривизна

-

кручение

Фиг. 13

В римановом пространстве сначала имеем (ср. п. 70)

затем можно написать

ds p

Примем

B2. 1)
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тогда

оI = ds, ш2 = 0, оK = 0, B2. 2)

ибо

далее

ибо

Положим

AJ =

DT

ds

4=
ds

т

..= 0,

р
B2. 3>

B2. 4>

Мы находим тогда два последних равенства

——
= 1-1 В,

as p
-

ds 1

4

В пространстве п измерений получаем последовательность урав-
уравнений, вводящих каждое новый параметр (вторую, третью и т. д.

кривизну) и новый вектор (вторую, третью и т. д. нормаль).
133. Определение линии по заданным кривизне и круче-

кручению. Кривая нулевого кручения в пространстве постоян-

постоянной кривизны. Существуют ли кривые, у которых кривизна и

кручение — заданные функции длины дуги}
Присоединим к точке М наиболее общий репер и положим

2 3 П 3

.

«•>,
= —

.»,
= и, »,

= —¦•

Это система дифференциальных уравнений, которая допускает
решения, определяющие координаты точек линии и трехгранник
Френе .
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Замечание. Каждую кривую можно развернуть в

евклидово пространство. Развернутая линия имеет ту же кри-

кривизну и то же кручение.
Кривые нулевого кручения. Допустим

тогда

1

ds

= 0,

Следовательно, бинормаль остается во всех точках параллельна
сама себе. В евклидовом пространстве это плоские линии.

В пространстве постоянной кривизны, пользуясь формулами
A8.6), A8.7)

и соотношениями B2.1), B2.2), B2.3), получим

или

ds ds

ds

Если — = 0, то

±B, -

z ds

B2. 5)

dB

ds
= 0,

я аналитическая точка В — фиксирована.
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Поскольку скалярное произведение

М-В = 0

равно нулю, точка М лежит в полярной плоскости точки В; сле-

следовательно, линия будет плоской.

При постоянном р

р
= const

имеем

-l(M+-PN) = T +
ds

и точка

M + pN

фиксирована; скалярный квадрат ее равен

(М + pNJ = М2 + 2pMN + p2N2 =

1,2
=

г Р •

Если К > 0, то положим

с=

следовательно,

Это показывает, что С — геометрическая точка.

Скалярное произведение

„

г _
ЛИ» + pMN

_

1 1
. ,99 fiv

С другой стороны, пользуясь уравнением A8.17) и полагая М0=С
и значение длины дуги геодезической

5 = МоМ = СМ = d,
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М • С = (С cos (s УХ) + -?j= sin (sVK)} • С =

получим

к

ибо То С = 0, как произведение вектора на точку.

Сравнивая выражения B2.6) и B2.7), получим

cos(dyX) = -=4^-

B2.7)

B2. 8)

Отсюда, расстояние d между точками С и М — постоянно, если

/Сир — постоянны.

Таким образом, геометрическое место точек М будет окруж-
окружностью с центром С и радиусом р. Между тем, определяя р из

уравнения B2.7), получим

Р =

Таким образом, радиус кривизны окружности в неевклидовом

пространстве {К. > 0) не совпадает с ее радиусом d (пример сферы,
где радиус геодезической кривизны параллели — малого круга
не равен расстоянию точки от центра окружности).

Итак, если К. > 0, то линии нулевого кручения и постоянной

кривизны будут окружностями.
134. Линии нулевого кручения и постоянной кривизны

в пространстве постоянной отрицательной кривизны. Урав-
Уравнения B2.5) будут

dm
Т̂

B2. 9)

ds

Рассмотрим плоскую линию (— = 0) постоянной кривизны —
\т / р
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Пусть q
— сечение абсолюта плоскостью этой кривой и N,T —

точки, представляющие векторы N, Т (фиг. 14). Треугольник
MTN — автополярен относительно абсолюта. Неподвижная

г точка М + pN имеет скалярный квад-
квадрат р2— R2. Следует рассмотреть три
случая.

1°. р < R. Точка М + pN лежит

внутри абсолюта. Геометрическая
точка, которая по своему положе-

положению совпадает с ней, определяется

условием, чтобы скалярный квадрат
ее был равен

— R2.
Если положить

Фиг. 14 ->

то, возвышая в квадрат, получим

откуда

==•• с = (M-f-pN).

Таким образом, обозначая г = СМ и обращаясь к уравнению

A8.17), получим

откуда

Следовательно, при

R

R VR* —

постоянном р

г — const.

г

~R~

ра

Геометрическое место точек М будет ортогональной траекторией
прямых, выходящих из неподвижной точки С, т. е. окружностью

с радиусом г и постоянной кривизной -

. При этом

Р
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2°. p = R Точка М + pN будет точкой С абсолюта. Нормали
в точках этой кривой будут параллельны, т. е. пересекаются на

абсолюте.
Линия является пределом окружности, радиус которой неогра-

неограниченно возрастает.

3°. р > R. Точка М + pN выходит за абсолют. Пусть прямая
АВ — ее поляра и Р — точка пересечения линии АВ с нормалью

к кривой (фиг. 15). Точка Р сопряжена точке М -f pN-Она лежит

на прямой, определяемой точками М и М + pN, и может быть

представлена в виде

Т~
P = lx(M + aN) B2.10)

с условием

Р (М + pN) = 0.

Внося сюда значение B2.10), получаем

I» (M + pN)-(M + oN) = ix {M2 +

0

М*рТ

и по сокращении на ц
— R* + pa

Следовательно,

0.

ФИГ# 15

Теперь требуем, чтобы модуль Р как аналитической точки был
равен

— R2:

т. е.

или в силу М2 — —R*, N2 =i 1. имеем

И -Заказ 533
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Значит,

1
Р= r

v
, B2.11)

М+ —N

Если расстояние РМ обозначить буквой d, то по формуле A8.20),
полагая Мо= Р и s = d, получим

умножая обе части на Р и помня, что Р2= — R2, РТ = О.будем
иметь

или, подставляя значение Р по формуле B2.11),

р2

Отсюда при постоянных о и 7?, имеем

<i = const

и

ch* (A) ch> (т)
•1 sh»

или

(т)

Линия будет геометрическим местом точек, получаемых, если

восставить перпендикуляры в различных точках прямой АВ
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и отложить на этих прямых один и тот же отрезок d; это место

точек будет ортогональной траекторией перпендикуляров;
это — линия, параллельная прямой АВ. Таким образом, если

увеличивать радиус кривизны р линий, проходящих через точ-

точку М, то будем получать последовательно окружности возра-
возрастающих радиусов, окружность бесконечного радиуса и кри-

кривизны —, затем кривые убывающих кривизн, имеющие преде-

лом прямую (фиг. 16)

Фиг. 16

135. Интегрирование уравнений Френе этих кривых.

Формулы Френе образуют дифференциальную систему с постоян-

постоянными коэффициентами, которая легко интегрируется.
Обозначая штрихами производные по длине дуги s, имеем,

очевидно,

1°. р < R. Интеграл зависит от тригонометрических функций
аргумента

S

V ~р*~
~

R*
'

следовательно, длина дуги L окружности будет

L —

2°. R. Полагая

1
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имеем

откуда

С,
B2.12)

T = — еа -—е
"

. B2. 13)
а а

А, В, С — три фиксированные аналитические точки, определяе-

определяемые условиями М2= —/?2, Т2= 1 для всякого s; это дает

А2 = 0, В2 = 0,А-С = 0, В-С=О;

С2 + 2АВ = - R\ илиА-В = - — ,

2
1 _

. _f_ Д . R Г2 п2 /?2 >> Пi — ——

ft-в, ъ — и —a ,>v.
о2

Таким образом, А и В — две точки абсолюта и С — полюс пря-
прямой АВ (фиг. 17)

Фиг. 17

Примем ABC за треугольник отнесения.

Тогда

М = хА + уВ + гС
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Для всякой точки кривой в силу B2.12).

_S- JS_

'х = е", у = е "', г = I,

и уравнение кривой

ху == 22.

Это кривая, дважды касающаяся абсолюта в точках А и В; толь-

только одна из дуг АМВ описывается при изменении s от —со до

+ Ьо. В этой системе осей, уравнение абсолюта получается, если

написать

(л;А + уВ + zCJ = О,

откуда

Точка Т, имея вид д;А + уВ, лежит на прямой АВ. Это, сле-

следовательно, пересечение АВ с касательной в точке М к кри-
кривой. Отсюда следует, что МС — нормаль в точке М к кри-
кривой, и N — точка, сопряженная точке М на прямой МС относи-

относительно абсолюта. Точка С — фиксированная точка, рассмотрен-
рассмотренная выше.

3°. р
= R. Этот случай получается переходом к пределу из

предыдущего. Находим коническое сечение, сверхсоприкасаю-
щееся с абсолютом. Окружности случая р < R тоже касаются

абсолюта, но хорда касания — внешняя, касание — мнимое.

136. Евклидово пространство сопряжения. Рассмотрим в

произвольном римановом пространстве линию (С) с кривизной
— и кручением—, определенными во всякой точке М.
р т

Рассмотрим в каждой точке трехгранник Френе. Развертка
(Со) линии (С) в евклидовом пространстве в каждой точке Мо,

гомологичной точке М, имеет ту же кривизну — и то же кру-

чение —. Более того, гомологичные дуги имеют одинаковую

длину.
Таким образом, мы имеем соответствие между точками М

линии (С) и точками Мо линии (Со).
Мы распространим это соответствие на пространства, окружа-

окружающие линии (С) и (Со).
Для этого заметим, что всякой точке Р в окрестности линии

(С) соответствует одна и только одна геодезическая (G), нормаль-
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ная к кривой (С) в некоторой точкеМ, такая, что длина дуги РМ

имеет некоторую величину и; направляющие косинусы линии

(G) относительно трехгранника Френе в точке М имеют вполне

определенные значения О, Р, у.
Точке Р сопоставим точку Ро, определенную следующим

образом. В точке Мо проводим нормаль к линии (Со), которая
имеет направляющие косинусы 0, f$, у по отношению к трехгран-
трехграннику Френе линии (Со). Отложим на этой нормали дугу длиной

М0Р0= и. Евклидово пространство точек (Ро) будет простран-
пространством сопряжения риманова пространства вдоль линии (С).

Мы покажем, что дуга P0Q0— o0 пространства сопряжения
отличается от дуги PQ = о риманова пространства только на

величины второго порядка малости относительно максимального

расстояния и. Отсюда следует, что наблюдатель, движущийся
вдоль кривой (С) и измеряющий с точнвстью до бесконечно малых

первого порядка, не мог бы определить природы пространства
вокруг линии (С).

Чтобы показать это, положим / = MN — MqNq (точка N

присоединена к точке Q) и рассмотрим семейство линий, получае-
получаемых, если на геодезических МР, , .

., MQ откладывать длины,

равные ku (k < 1). Эти линии зависят от параметра а. Мы будем
полагать а = 0 для MN, а = а0— для PQ и a =kaQ— для ли-

линии, соответствующей длине ku. Отсюда, если рассматривать ве-

величину а как меру времени, которое потребуется подвижной
точке, чтобы пройти геодезические нормали, то движение этой

точки будет равномерным.
Для всякой линии семейства примем

ii=T.
Следовательно,

(В2 = 0, ОK = 0.

Для а = 0 имеем

ds
0,I2 = —

,
О>3 = О,

ds , .
=

, «о1 = ds;
X

полагая символ дифференцирования

8=» —
,

да
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имеем по формуле A9.5) п. 118

N

М

Но в1, касательная компонента скорости вдоль линии (G), равна
нулю. Следовательно,

N

,2 _^?_
р

м

Это показывает, что

5Х = оХ0>

что и требовалось доказать.
137. Кривизна риманова пространства входит только в

члены второго порядка малости. Приведенное доказательство
не охватывает всех возможных дуг PQ. Чтобы иметь более пол-

полное доказательство, надо идти другим путем.
Точка Р определяется геодезическим расстоянием г от точки

М и параметрами

и — $r, v = 7Г>

где р* и у
—

направляющие косинусы геодезической нормали МР.

При произвольно заданной точке Р трехгранник в точке Р бу-
будет трехгранником Френе в точке М, перенесенным по принципу
параллелизма вдоль МР.

Мы будем сравнивать линейные элементы ds2 обоих прост-
пространств.

В евклидовом пространстве:

Р = М + wN -j- vB,

dP = dsT -}- duN ds¦ T -\ dsB -1- duB — -— dsN,
p p

"

откуда

— ds, o)! = du-f -— ds,
•z т

—rt WS Q Л -1 US

>i
=

у 0)i = o. W2
=

-7
•
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В римановом пространстве положим

(!)'= (I)' -f- У)',

О)/ = О)/ -)- «)/ .

Когда Перемещаемся вдоль линии МР,

ds = О, — = const,
о

или

udv— v du = 0,

и .трехгранник перемещается параллельно самому себе (о>/ = 0),

но тогда имеем ужею; = 0 и потому должны иметь ю| = 0. Сле-

Следовательно, (о{ имеют вид

»>/=«>/+ А{ ds + В/ (udv — vdu).
¦

Когда мы перемещаемся по линии МР, эта линия МР скользит

сама по себе, и тангенциальные компоненты смещения все время
равны нулю, а остальные пропорциональны инвариантным вели-

величинам р, у или и, v: .

UI =0,

ш3 — f dr = dv,
вдоль линии МР

или

ш1 = 0,
to2 = du,

dv.@°

вдоль линии МР

Следовательно, можно написать

и)' = ш' -f Atds 4- Bt(u-dv — v-du).

Если положить и = v = 0, то At = A{' = 0, (мы остаемся на

линии (С) и потому ел1 = со', (»{ = to'). Величины А, В определяют-
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ся последовательными приближениями. Для членов первого по-

порядка имеем

dJ, = —Ч- [du ds] J [dv ds] ~f 25/ [du dv] = [ш*и>/] + 2/.

Полагаем ы = 0, v = 0; тогда [©* (о? ] = 0, и мы имеем

Qi = #1'12 № d"] + ^,з [Л Л»] + Wm {du dv].

Следовательно,

Аналогично для членов первого порядка в da>' имеем

doi'-\ -[du ds] -j [dv ds] -f 25, [du dv] = [uAujl
du dv

Для и = 0, o = 0 правая часть сводится к [ю*<о*] = d©' и

ди
'

dv
'

Мы снова получаем высказанный выше результат.
Чтобы найти вид членов первой степени малости в разложении

da1, полагаем

j

2 ' ' '

2
> 23, 12 ' 23, 13 "

2 ? *

= -

\Нгз |2
w "^Г ^23, \3V>'

= ±R v
6 ¦"•м
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Откуда

ds2 = d? -j- (Rl% 12«2 + 2ff12> 13w/ + /?13j 13u2) ds2 -

- { (^,2, 23« + ^,3, 23^) ^ (U df - У Л*) + -I ^23 23 (Udv-V ttu)*.

Замечательно, что дополнительные члены не вводят основных

инвариантов о, х линии (С).
Эта формула обобщает формулу Римана, дающую ds% в нор-

нормальных координатах (аг, рг, уг). •



ГЛАВА XXIII

ПОВЕРХНОСТИ В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

138. Первые два уравнения структуры и их геометриче-

геометрический смысл. Примем вектор 13 за нормаль к поверхности; тогда
на поверхности

ОK = 0.

Первые уравнения структуры принимают вид

О = [a>Xl л. [«V].

B3. 1)

Геометрический смысл двух первых уравнений следующий:
если рассматривать поверхность как двумерное риманово
пространство, то формы со/ этого пространства те же самые,

что и объемлющего риманова пространства трех измерений.

Отсюда следует, что геометрическая вариация DX ве-

вектора X, касательного к поверхности, равна тангенци-
тангенциальной компоненте геометрической вариации этого век-

вектора, рассматриваемого как вектор объемлющего прост-
пространства.

Если геометрическая вариация в объемлющем простран-

пространстве нормальна к поверхности, то вектор X перемещается
по поверхности параллельно самому себе. Таким образом,
получаем новое определение параллельного переноса.
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Предположим, в частности, объемлющее пространство ев-

евклидовым. Тогда строим вектор X' эквиполентным к векто-

вектору X в евклидовом смысле и проектируем его на касатель^
ную плоскость в точке М'. Это точка зрения Леви-Чивита*

139. Третье уравнение структуры. Инвариантные формы
(обыкновенные и внешние). Рассмотрим теперь третье уравне-
уравнение B3.1), оно влечет по лемме Картана линейные соотношения:

3
= ацш1

B3. 2)

То, чтрсо^ и to3, являются линейными комбинациями форм б1, w2,
вытекает из деривационной формулы

DI, = <•>? +ш|Г,;

она обращается в нуль, если точка М фиксирована, т. е. <й1= О,
ш2= 0 имеют следствием (л3{ = О, <о| = 0; но, кроме того, мы

видим, что тензор (ад) симметричен.
Мы заключаем, что (а,*) является тензором, замечая, что квад-

квадратичная форма

ср = (в'ш3 -f- (В2и>3

имеет внутреннее значение:

с?
= — dk-D\3.

Это вторая основная форма Гаусса (Gauss).
Кроме этих двух основных форм

ds* = (ш1J + (оJJ.

ср = (b'u)' -)- (в2^^,

рассматривают еще две обыкновенные квадратичные формы:

&« = (щЗ)« + (о,з)»_

линейный элемент сферического изображения;

Ф = о о

ОI} (Djj
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якобиан форм у и ds* (площадь параллелограмма со сторонами

dfA, Dh) и внешние квадратичные формы:

fo)JoJ] — элемент площади поверхности
[uK(iK] — элемент площади сферического изображения;
[u)'uK] —[oJoKj. ^

140. Вторая квадратичная форма поверхности.Мы возвра-
возвращаемся к форме ф. Чтобы выяснить ее геометрический смысл,

заметим, что (со1, со2) определяет смещение ds по некоторой линии

поверхности.

Примем для этой линии касательный вектор Т за первый ба-

базисный вектор 1Х

тогда

и

Имеем .

?>Т

ds.

т. е.

of,
ds

u)i = ds, ОJ = 0

<P = ац ds2.

2," , ЗГ 2

ds ds
2

ds
h,

DT 1 -*¦' o>f -

ds p ds
a u 8*

Следовательно, ац есть проекция на нормаль, к поверхности

13 вектора кривизны кривой — N: это нормальная кривизна — .

Р . Ря
Таким образом,

ds*
? =

Рл

Число ;

1 3 I а 3

зависит только от отношения со2: са1, т. е. от выбора касательной,
и не зависит от выбранной индивидуально кривой.
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Отсюда теорема Менье (Meusnier).
Все линии на поверхности, касающиеся в одной точке одной

и той же прямой, имеют одну и ту же нормальную кривизну^
Замечание. Можно провести вычисление в общем

случае. Обозначая угол векторов 1Х и Т буквой 9, имеем

Следовательно,

оI = cos 6 ds, оJ = sin б ds. B3.3)

Нормальная составляющая вектора DT, умноженная на ds,
будет

dsz Г , п о, . г, о, Т j /411 1 «I

—13 = {cos ч • u)j ^ sin e • ш^( isds = ((«joI J- «^ / •»•
Ри

Будем обозначать —, — н называть главными кривизнами те

кривизны, которые соответствуют осям, для которых вторая ква-

квадратичная форма принимает вид суммы квадратов
*

T==i?!_ + J!?)l. B3.4)

Линии, соответствующие этим главным направлениям (©2= 0;
о)х= 1 или со1= 0, со2= 1), называются линиями кривизны.

Чтобы определить главные направления, достаточно выразить,
что они соответствуют экстремумам нормальной кривизны

* Как известно, квадратичную форму <р всегда можно привести к

сумме или разности квадратов ,

1 1
Мы обозначаем an = —, ai2

=
~

•

°» °%

222



Дифференцируя по ш1 и пои2, получим по сокращении на

2

11 ' 12
dS2 г

а^ш1 -г OsjjOJ — ш2 -^- = О,

откуда, по исключении ср, получим по формулам B3.2)

или, вводя новую форму

ф = ш'о)^ — со2<и? =

= М )'+ (о» -Оц) о,^2 - а12 (ш^J, B3.5)

получим для определения главных направлений уравнение

Можно еще определить линии кривизны следующим образом:
если рассматривать нормаль к точке М поверхности, то соседняя
точка ЛГ принадлежит линии кривизны, если нормаль в точке

М' пересекает нормаль в точке М-
Надо, следовательно, выразить требование, чтобы геометри-

геометрическая вариация нормали принадлежала плоскому элементу,
определяемому двумя нормалями; поскольку эта вариация пер-
перпендикулярна к единичному вектору нормали, надо выразить,
что она параллельна смещению ММ':

(О1 (О2
— «=

011 0J

что и требовалось доказать.
141. Асимптотические линии. Теорема Эйлера. Полная

и средняя кривизна поверхности. Асимптотическими называ-

называются линии, у которых нормальная кривизна равна нулю, т. е. у
которых соприкасающаяся плоскость является касательной пло-

плоскостью к поверхности. Они определяются уравнением
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Если

СП

Я2

ТО

1оJ. B3.6)

Отсюда следует, что асимптотические касательные одинаково на-

наклонены к главным касательным.

Теорема Эйлера. Сумма нормальных кривизн
двух ортогональных направлений постоянна.

Это вытекает из равенства

1
_

cos* 8 sin2 8

Ря

~

¦

*i ¦ *г

'

которое получается делением обеих частей равенства B3.4)
на ds2, имея в виду формулы B3.3).
•Эта постоянная будет средней кривизной поверхности

1 1

Вообще

4~+± =  1+ °*. B3.70

Полной кривизной называется

B3.8)

Это будут соответственно свернутый тензор (a{j) и определитель
тензора (а(/).

142. Сопряженные касательные. Пусть Т — вектор каса-

касательной в точке М к линии (Q поверхности, Т'— характеристика
огибающей касательных плоскостей к поверхности вдоль линии

(С) (евклидово пространство). Пусть d — символ дифференциро-
дифференцирования в направлении Т, 8 — в направлении Т'. . .

Для обобщения мы будем определять направление Т' как

перпендикулярное к двум бесконечно близким нормалям по-

поверхности в бесконечно близких точках М и М' линии (С). Бу-
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дучи нормален к Is, вектор Т' будет линейной комбинацией форм
оI(о), со2(8): в то же время он нормален к вектору

следовательно,
оI E) оK (rf) + о)* E) со2 (d) =*= О,

Оцш1 (d) «й1 E) -f а12 {ш2 (d) оI E) + со1 (d) ш2 E)} -f
или

Дее сопряженные касательные гармонически разделяют направле-
направления асимптотических касательных.

143. Геометрический смысл формы <ь. Подсчитаем форму
—

для Т = 1„; в силу того что теперь ©2= 0, имеем по формуле
B3.5)

i
ds»

= au<

этот результат не зависит от выбранной кривой.

I = г

Фиг. 18

Пусть© — угол, на который надо повернуть в положительном

направлении вокруг касательной Т вектор главной нормали,
чтобы он совпал с нормалью к поверхности (фиг. 18). Тогда

15 Заказ 533
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Имеем с помощью B3.2)

0J = Г3 ?>Г2 = оцо.1 + (Ц

но

12 = N-sinu) — B-cosu),

I, = N-coso) + B-sinoj

D\9 ¦ M-w -_•_ У 1 ш ] * ?4 \ p *\I

ds
"

ds \ P

(N coso) + В sin o)) - 5^-1, =
ds т о

\ rfs t / p

Следовательно,

ds

Сумма — -:— называется геодезическим кручением.
ds z

.
.

Следствие. Все линии на поверхности, имеющие одну
и ту же касательную в общей точке, имеют в этой точке одно

и то же геодезическое кручение.
144. Геодезические линии на поверхности. Геодезиче-

Геодезическое кручение. Теорема Эннепера. Это будут геодезические
линии двумерного риманова пространства; они характеризуются
условием

DJ = 0;

Но Dtl является проекцией вектора D1 на касательную пло-

плоскость. Следовательно, DT будет совпадать с нормалью к по-

поверхности или, еще можно сказать: главная нормаль служит нор-
нормалью к поверхности.
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Геодезической кривизной называют кривизну линии, подсчи-
подсчитанную в двумерном пространстве.

Возьмем

т=11;
тогда имеем-

>Л = (•>??,
или, полагая

получим

ds

Следовательно, геодезическая кривизна
— равна

sin

Теорема Гаусса. Геодезическая кривизна зависит

только от линейного элемента ds2 поверхности.
Эта теорема непосредственно следует из того, что формы <в/

зависят лишь от линейного элемента. Геодезическая линия соот-

соответствует нулевой геодезической кривизне

Отсюда угол главной нормали с нормалью к. поверхности со ра-
равен нулю или я.

Геодезическая линия среди семейства касающихся линий в об-

общей точке определяет нормальную кривизну — и геодезическое

1
р»

'
¦

¦

"

кручение —, общие у всех линий этого семейства.
zs ¦

Действительно, вообще

1. COS ш

Ри Р

15*
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так что для геодезической

_1 J_ j_ _ j_
Рп Р

'

*g *

Это послужило основанием названия «геодезическое кручение».
Лучше было бы сказать «нормальное кручение», потому что это

как раз соответствует нормальной кривизне.
Пользуясь выражением B3.6) для формы ¦!>, мы получим

7-
= (— —) sin 6 cos 6. B3.7)

Следовательно, линии кривизны имеют нулевое геодезическое крут
чение.

Поскольку для асимптотических линий со = —, геодезическое

кручение совпадает с полным кручением (обычным), как вообще

для всех линий с постоянным углом со. Имеем

Rt Я, )

с условием

cos2 в , sin2 в
_

~

Отсюда

cos* q
__

sin* 6 1

Ri R2 R1 — R2

Две асимптотические линии в общей точке имеют кручения.,
равные по абсолютной величине и противоположные по знаку.

Квадрат кручения равен

RiR*

Отсюда произведение кручений —, —

двух асимптотических

в общей точке поверхности в силу
—=

, будет

I 1 1

т. е. произведение кручений двух асимптотических линий в общей
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точке равно гауссовой кривизне поверхности в этой точке (тео-
(теорема Эннепера).

Две кривые, касательные к которым в точке их пересечения
взаимно-перпендикулярны, имеют геодезические кручения^ рав-
равные по абсолютной величине и противоположные по знаку, ибо
по формуле B3.7) геодезические кручения их будут отличаться

только знаком, поскольку

sin /б -j- —) cos /б -f —) = — cos 8 sin 6,

То же самое имеет место для двух кривых, касательные к которым
симметричны относительно главных направлений, ибо, посколь-

поскольку в формуле B3.7) главные направления соответствуют значе-

значениям 0 = 0 и 6 =
—, касательные, симметричные к ним, отли-

отличаются только знаком 6'= —б, и, следовательно, опять

sin 8' cos 6' = — sin 6 cos б.



ГЛАВА XXIV

ФОРМЫ ЛАГЕРРА И ДАРБУ

145. Форма Лагерра. (Laguerre). Можно построить другие

функции, которые, подобно нормальной кривизне— и геоде-

Рп

зическому кручению
—

, принадлежат одновременно всем кри-

~g

вым, касающимся друг друга в точке поверхности.
Рассмотрим с этой целью тензор, производный для тензора

4,1-

Яаи=,

Dau = отоI -г B4. 1)

Форма Лагерра будет

X = (ш1J Доц + 2w1wtDan + (ш2J Да„. B4. 2)

Это тензорная форма третьей степени, так что отношение

7
=

«til (<»1K f (aut + 2Д12г) ("У + B^132

ду
-2- и!
допускает интерпретацию, аналогичную той, которую имеет

-2- !
ds2

Примем опять

Т = Г15
'

B4.3)
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тогда

У. = аш КK = <*ш

Между тем по общей формуле абсолютного дифференцирования

и, в частности,

B4.4)

Следовательно, согласно B4.1), B4.2)

аш =
ds

Но при нашем отнесении B4.3)

1
_

COS 0)

ап =
—— — -

Ы Р

1 sin (

ds
(mod оJ),

1_ _ ^>_ ,
1

~
~

~dT ~г Т
¦g

B4. 5)

Следовательно,

X
_

d /cos ш \ „ / du> ,

ds3 ds \ о / I
1 \ sin о>

B4. 6)

Эта формула, справедливая для отнесения B4.3), инвариантна
относительно выбора репера и, следовательно, сохраняет свое

значение для любого репера и для всех линий с общей касатель-

касательной. Для геодезических линий этого семейства она имеет очень

простое значение

i* =

~dT ( ) B4- 7)
Р

146. Форма Дарбу. Так называется якобиан форм / и ds2

д (ds2)

B4. 8)
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Если воспользоваться формулой B4.2), то можно заметить, что

при ©2= 0 все сводится к интерпретации суммы

. ап2 + 2а121.

Тензор йцк будет симметричным, как легко видеть, только в ев-

евклидовом пространстве. Это усложняет подсчет, но метод остает-

остается тот же.

Для асимптотической линии (ш =--) форма Лагерра B4.6)

принимает вид

Форма Лагерра содержит только четыре коэффициента из шести

компонент тензора (а^). Следовательно, можно образовать новые

инварианты; таким инвариантом будет вектор с компонентами

Действительно, свертывая тензор aljk с векторами X1, У7, Z*,

получаем инварианты

их разность

будет тоже инвариантом.
Между тем, собирая члены для i, j, k — 1, 2, получим

Первый множитель — бивектор, а второй — инвариантный век-

вектор.
Можно получить этот вектор и менее абстрактным способом.

Рассмотрим малый цикл (С) на поверхности и интеграл по

этому контуру

- j Dl3 = f («»? -,- ф = j'(fl
ее с
j
е
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Дифференцируя внешним образом подынтегральную форму, по-

получим

+ [d\2, fl^ai1 + а2гоJ] -f-12
или в силу формул B4.1), B4.4), которые дают

a122aJ,

da32 = —

получим после приведения подобных членов

и окончательно

f Dl3 = U (tH, + b\) [ш^ш2], B4.10)

где S — область поверхности, ограниченная циклом (С).
147. Риманова кривизна объемлющего, пространства. Мы

дошли теперь до того места в развитии теории поверхностей в ри-
мановом пространстве, когда необходимо ввести риманову кри-
кривизну объемлющего пространства. Для этого нам надо будет к

трем уравнениям структуры B3.1) добавить еще три последних
уравнения структуры

[ш?ш§] + Я,2,12[<oV], B4.11)

Левая часть первого уравнения определяет риманову кривизну

поверхности, рассматриваемой как двумерное риманово про-
пространство. Мы обозначим

do)f = - Kl («Л,,*] B4.13)

и будем называть скаляр K.t внутренней римановой кривизной
поверхности.
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В противоположность внутренней кривизне мы имеем внеш-

внешнюю кривизну Ке

Rn.\2=—Ke- B4.14)
Это кривизна объемлющего риманова пространства в направле-
направлении касательной плоскости поверхности. Наконец, средний член

уравнения B4.11)

Здесь произведение главных кривизн
— называется

эйлеровой кривизной. Таким образом, уравнение B4.11) принимает
вид

- Kt К">2] = - -^- К«>2] + Я|2, 12 I»1»8],
KtK2

или в силу B4.14)

Ki==T?+K<- B4Л5)

Внутренняя кривизна поверхности равняется сумме внешней и эй-

эйлеровой кривизн.
Замечание 1. Рассмотрим наблюдателя, не покидающе-

покидающего поверхности; он знает внутреннюю кривизну поверхности,

потому что знает форму со?, определяющую вращение репера око-

около нормали. Он знает эйлерову кривизну, потому что может из-

измерить наибольшую и наименьшую кривизну нормального се-

чения поверхности. Следовательно, он может вычислить внеш-

внешнюю кривизну
Ке = — ^?12, 12,

т. е. ему известна одна компонента кривизны объемлющего про-
пространства.
Замечание 2. С точки зрения исторической все было ина-

иначе. Изучались поверхности, погруженные в евклидово простран-
пространство, т. е. те, для которых

Отсюда теорема Гаусса: полная кривизна зависит только от

линейного элемента dsj поверхности.
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148. Вторая группа структурных уравнений. Перейдем к

уравнениям B4.12).
Тензор с компонентами (w3v иф ^^ вектор. Абсолютный

внешний дифференциал его имеет компоненты.

#13, 12 К»2], #23, 12 [А»2].

Следовательно,

j (о>з1г + 0,зу = f f (Rl3 12\\ + Я23,12Г2) [«!«.«],
С S

откуда, сравнивая с уравнением B4.10), получаем

Ьх = /?13, 12, &2 = i?23) ,2. B4. 16)

Следовательно, наблюдатель, находящийся на поверхности, мо-

может измерить не только компоненту Ru, и римановой кривизны
объемлющего пространства, но и еще две компоненты

Rl3, .12, R23, 12,

т. е. всего три компоненты из шести компонент тензора кривизны.
Вращение, присоединенное к циклу на поверхности, опреде-

определяется компонентами

p
= —b2, q = bv г = — Ri2,12.

Оно зависит только от величин, доступных наблюдателю на по-

поверхности; вектор (bi, 62) перпендикулярен к вектору (р, q);

имеем г = Kt .

R1R2
149. Обобщение.классических теорем о нормальной кри-

кривизне и геодезическом кручении. Мы видели, что классиче-

классические теоремы относительно нормальной кривизны и геодезического

кручения двух кривых, касающихся друг друга в точке поверх-
поверхности,—теоремы, вытекающие по существу из тензорного харак-
характера коэффициентов а{) второй квадратичной формы поверхно-

поверхности,—допускают обобщения, если рассматривать производные
тензоры от тензора а^. В пп. 145, 146 мы рассматривали первый
производный тензор ау*, определяемый уравнениями B4.1), B4.4)

B4.17)
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Формула B4.6) при cu1^ ds, co2= 0 дает геометрический смысл

компоненту

B418)

второе уравнение B4.17) с помощью B4.5) дает

as ds ds \?n

где

L = au + a22 = -i- + -J— B4.20)

средняя кривизна поверхности.
Наконец, уравнения B4.9) и B4.16) дают

fl212 fl221
= -^23'

где для краткости обозначены

Ki3 = — Rl3, 12> Кц = — ^?23, 12-

Аналогично, второй производный тензор от тензора (a(j) будет

Daul = daul — (^а + a121 + am) а? = с^ш1

Сй^и = da181 - (Ода + а221
— аш) йJ = а^!^1 + a

Отсюда дл»^ линии ©'= ds, co2.= 0 имеем

ai2U ТBfl221 аШ + ^23)
ds

или, заменяя

a22i
=

-? (flu -Ь a22) — am =
ds

am-
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поскольку сумма первого и последнего уравнений B4.17) дает

— (Оц + а22) = (аш + а221) со1 + (аш + а222) со2,

и используя уравнения B4.18), B4.19), получим длжох=
со2 = О

('¦

ami =
— _2_

""g

1 \

ds
Б —

B4.21)

ds ds

.El.
ds

B4.22)

Отсюда теорема.
Если рассматривать в точке М поверхности, погруженной

в трехмерное риманово пространство, различные линии (С) на

поверхности с общей касательной в этой точке, то все эти линии

будут иметь в этой точке одни и те же: нормальную кривизну,
геодезическое кручение и еще 4 величины B4.18), B4.19), B4.20),
B4.22).

Здесь —, —, нормальная и геодезическая кривизны
Ря Ре V

,
¦

и геодезическое кручение; L — средняя кривизна поверхности
(сумма главных кривизн), /Сгз— смешанная риманова кривизна
в точке М объемлющего пространства для двух плоских эле-

элементов касательных к линиям (С): одного— касательного к поверх-
поверхности, другого нормального к ней; наконец, Kis— смешанная ри-
риманова кривизна для плоских элементов, одного касательного

к поверхности и другого нормального к линиям (С).
Величины /(гз, fczs обращаются в нуль, если риманово про-

пространство постоянной кривизны или если нормаль к поверхности
совпадает с главным направлением объемлющего пространства.

В евклидовом пространстве 6i= 62= 0 и тензор aijk симметри-
симметричен. То же заключение имеет место в пространстве постоянной

кривизны.
150. Поверхности с заданным линейным элементом в ев-

евклидовом пространстве. Найдем все поверхности, обладающие
заданным линейным элементом ds2 в евклидовом пространстве.

¦

'
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Мы знаем формы©1, со2, получаемые разложением квадратич-
квадратичной формы ds2 в сумму квадратов; отсюда с помощью двух первых
уравнений B3.1) находим форму со| и внутреннюю кривизну

Ki(Ke=0). В этом двумерном римановом пространстве надо по-

построить допустимый для данного линейного элемента тензор

j). Он должен удовлетворять условиям B4.11), B4.9), а именно

а221
—

аш = 0;

всего три уравнения с тремя неизвестными аи, аи, агг, из кото:

рых одно уравнение конечное и два уравнения в частных произ-
производных первого порядка.

Обратно, допустим, что известно решение этой системы. При-
Присоединим к каждой точке наиболее общий ортонормированный
трехгранник, определяемый шестью параметрами щ с компонен-

компонентами инфинитезимальных смещений со', со/ в функциях парамет-
параметров щ.

Рассмотрим систему уравнений в полных дифференциалах:

СО1 = (О1, 0J = 0J,

w2 - со2, ©з = ш», | B4.23)

со3 = 0, а>\ = <л\, )

где формы со?, col построены на формах со1, со2 с коэффициентами
а,у из полученного решения.

Система B4.23) вполне интегрируема, ибо уравнения, получен-
полученные внешним дифференцированием системы B4.23), будут_след-
ствием самой системы, поскольку формы со', со/ так же, как со', со/,
удовлетворяют одним и тем же уравнениям структуры евклидо-
евклидова пространства.

Рассуждения остаются теми же и в пространстве постоян-

постоянной кривизны.
Уравнения B4.12) будут уравнениями Петерсона — Кодацци.
151. Задачи на форму Лагерра. 3 ад а ч а 1. Существуют

ли линии, удовлетворяющие одновременно уравнениям

<р = 0, х = 0?
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Поскольку они обращают в нуль вторую квадратичную форму «р,
они должны быть асимптотическими; следовательно,

и по формуле B4.6)

Возможны два случая.

Г. — = 0. Кривизна равна нулю. Асимптотическая линия

р

поверхности будет геодезической линией пространства («пря-
(«прямой»).

2°. — = 0. Асимптотическая линия имеет кручение, равное

нулю. В силу теоремы Эннепера (п. 144) полная кривизна по-

поверхности Kt равна нулю. Значит, асимптотическая линия сдво-

сдвоенная.

Если это имеет место для семейства кривых (формы «р и х
имеют общий линейный множитель), то в первом случае 1° будет
линейчатая поверхность, во втором случае 2° поверхность имеет

только одно семейство асимптотических (развертывающаяся по-

поверхность).
Рассмотрим этот последний случай. Выберем за век-

вектор 1Х касательный вектор асимптотической линии, поскольку те-

теперь эта линия будет вместе с тем линией кривизны, то

ап = 0, а12 = 0, аш = 0, B4.24)

между тем по формулам B4.17)

dan + 2a12co' = ощш1 -f- ama>\ B4.25)

da12 + (a22 —ajco^a^ + a^2. B4.26)

Внося в уравнение B4.25) значения B4.24), получим

am = 0.

Если мы находимся в пространстве постоянной кривизны, то

«121 = ^112 = 0.

Следовательно, вдоль асимптотической со 2= 0 имеем в силу B4.26)

а при наших условиях коэффициент ачъ не может равняться нулю,
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если поверхность не вырождается в плоскость. Следовательно,
вдоль асимптотической

ш'=0,

т. е. равна нулю геодезическая кривизна, а поскольку нормаль-

нормальная кривизна уже равна нулю, то — = 0, и линия — геодезиче-
Р

екая. Таким образом, в пространстве постоянной кривизны вся-

всякая развертывающаяся поверхность
— линейчатая. Это заклю-

заключение не имеет места в общем случае: можно найти развертываю-
развертывающиеся поверхности нелинейчатые.

Задача 2. Существуют ли поверхности с тождественно

равной нулю формой Лагерра х = О?
Отметим просто свойство такой поверхности: все ее геодези-

геодезические — линии постоянной кривизны.
Задача 3. Найти поверхности, для которых тензор (а^)

тождественно равен нулю, т. е. такие поверхности, что эйлерова
кривизна их сохраняется при параллельном переносе по поверхно-
поверхности (касательном).

Нормаль к поверхности будет главным направлением про-
пространства, поскольку теперь

Вернемся к уравнениям B4.17)

Л*ц + 2а12и>1 = 0, B4.27)

<fo» + @22 - Оц) «>| = 0. B4.28)

-2anv>\ = Q. B4.29)

Мы можем предположить ai?=? 0, что означает приведение второй
квадратичной формы к алгебраической сумме квадратов. Тогда

равенства B4.27) и B4.29) показывают, что главные кривизны
аи и аи будут постоянными; равенство B4.28) принимает вид

(аа2 - ап) ш' = 0.

Отсюда: или ап= агг, т. е. главные кривизны равны и поверх-

поверхность имеет только омбилические точки ( = \
, или со? =

V /?i Л, / '
•

= 0и

т. е. поверхность налагается на плоскость (линейный элемент

плоскости).
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152. Инвариантность нормальной кривизны при парал-
параллельном перенесении вектора. Произвольная кривая, касаю-

касающаяся единичного вектора (X1, X2), имеет нормальную кривизну

Перенесем этот вектор по принципу параллелизма по поверхно
сти в вектор (X1', X2'). Потребуем, чтобы нормальная кривизна
не изменилась:

или

поскольку по самому построению Dt X' — 0.

Итак,

Следствия. I. Параллельный перенос сохраняет главные

направления, главные кривизны, асимптотические касательные

и геодезические кривизны.
2. Пусть М и ЛГ— соседние

точки линии кривизны. При па-

параллельном переносе главные на-

направления в точке М переходят
в главные направления в точке М'.

Следовательно, линии кривизны бу-
будут геодезическими, которые, впро-
впрочем, имеют нулевое кручение и по-,

стоянную кривизну.
3. Допустим, что существует

асимптотическая линия. Она од-

одновременно будет геодезической ли-

линией, которая будет геодезической
пространства («прямая»).

4. Пусть через точку М прохо-
проходит линия кривизны (С) и геоде-

геодезическая (Г) (фиг. 19). Если пере-
перемещаться по геодезической (Г), то

касательная МТ к геодезической
сохранит свое направление, пе- .

рейдя в М'Т. Точно так же касательная главного Направления
МР перейдет в касательную главного направления М'Р'. Сле-
Следовательно, геодезические линии, пересекают лиши кривизны Под
постоянным углом.

16 Заказ 533 «л;

Фиг.



5. Геодезические являются линиями постоянной кривизны и

постоянного кручения.
Замечание. Все предыдущее неприложимо к случаю

—- =
— (неопределенные линии кривизны).

В этом случае геодезическое кручение тождественно равно
нулю. Геодезические будут линиями нулевого кручения и по-

постоянной кривизны.

6. Предположим — =f= . Тогяа риманова кривизна поверх-
Ri Rt

ности равна нулю.
Геометрическое доказательство. Рассмот-

Рассмотрим параллелограмм ABCD из четырех линий кривизны (фиг. 20).

Фиг. 20

Перенесем касательную Т в точке А по принципу параллелизма

вдоль ABCD; мы вернемся к исходному вектору Т; следовательно,

вращение, присоединенное к циклу, равно нулю, и риманова кри-
кривизна поверхности равна нулю.

153. Поверхность в пространстве постоянной кривизны.
Обратимся теперь к пространству постоянной кривизны.

Предположим сначала, что поверхность имеет два семейства

действительных асимптотических линий. Тогда наша поверх-
поверхность несет два семейства прямолинейных образующих, т. е.

будет поверхностью 2-го порядка.
Если имеется только одно семейство асимптотических, то

это будут развертывающиеся поверхности, ие обязательно вто-

второго порядка.
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В общем случае, если — = =0, нормальная кривизна

и геодезическое кручение тождественно равны нулю. Асимпто-
Асимптотические линии неопределенны. Геодезические линии будут пря-
прямыми. Если прямая имеет две точки, принадлежащие такой по-

поверхности, то она вся принадлежит ей («плоскость»): в общем
случае таких поверхностей не существует. Кручение всех линий
на поверхности равно нулю. Такие поверхности (п. 129) назы-

называются «вполне геодезическими». Тензор а^- тождественно равен
нулю. Эти поверхности нормальны к главным направлениям про-
пространства.

Условие aijk
= 0 эквивалентно требованию

= const, —, = const.

Обратимся к уравнениям структуры

2 lJ
B4.30)

d(«2 = [0K U)|] _ /С [Ш1Ш1]> j

*•? = Жь i
24<31)

Обозначая через —, — главные кривизны, положим

Pi P2

1 >
2

Pi Pa S*

Следовательно, внося это в последние два уравнения структуры
B4.31), имеем для первого уравнения

— [шМ] = — fuJuJ].
Н

2
Ра

'

Следовательно,

pi ?%

и аналогично последнее уравнение B4.31) даст

Pi Ря

1°. Если — = — = —,то надо найти формы и1,»)', со* так,
Pi Pa P

J6*



чтобы

± + Д-j [(Dlmtj

Это двумерное риманово пространство с постоянной риманрвой
кривизной; существование его было доказано.

Имеем

B4.32)

Точка М + pl8 фиксирована. г

В евклидовом или эллиптическом пространстве это сферы;
В гиперболическом пространстве имеем три класса поверхно-

поверхностей: сферы; квадрики, дважды касающиеся абсолюта; квадрики,
имеющие касание второго порядка с абсолютом.

Риманова кривизна этих последних поверхностей (орисферы)

равна нулю ( ибо — = —): геометрия евклидовой плоско-

\ р # /
сти здесь осуществляется в совершенстве. Геодезическими служат
плоские линии нулевого кручения; их плоскость, содержащая

нормаль 13, проходит через фиксированную точку С (точку касания

с абсолютом). Геодезическими будут, следовательно, сечения ори-

орисферы плоскостями, проходящими через точку С; эти прямые

встречаются, следовательно, в бесконечности. Параллелями слу-
служат сечения посредством плоскостей, проходящих через каса-

касательную в точке С к абсолюту.
2°. Если — ф —, то

Pi P«

= 0, = 0.



Отсюда

«? = 0 и ра = —-?-
Ж»1 = О, doK = О.

Таких поверхностей бесконечное множество.
В евклидовом пространстве это круглые цилиндры. В про-

пространстве, где К. ф О, поверхность имеет полную кривизну, от-

отличную от нуля, но риманову кривизну, равную нулю.
Имеем

dfA = ш% + <о"П,

d? = - KVM +— «>%,
Pi

d? /С2М + "Л

Pi Pa

Всегда можно предположить, что существует семейство линий

кривизны из настоящих окружностей с центром

C=M + Plf8
(предполагается рх<Л). Имеем

dC = dM + Pld7s=aJ/l-^i-)n- B4.33)
V Р2 /

Окружность описывает точка М при неподвижном центре, т. е.

при ю2= 0; при этом касательная определяется вектором 11(
а так как плоскость окружности проходит через центр, то она со-

держит два вектора 1Х и 13.
Точка С перемещается нормально к этой плоскости в направ-

направлении 12.

Поскольку теперь, при К, = , имеем

. PlP«

й\г = - tfw2M + — a>% = - /Сш3 (М + 9lV3) = - /С"JС, B4.34),
Рг

из уравнений B4.33) и B4.34) следует, что прямая (С, 1а) непо-

неподвижна. Получаем аналогию с евклидовым цилиндром.
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Рассмотрим центр (действительный или виртуальный)

м Г

линий кривизны второго семейства.

Поскольку при а>*= О

й(м + Рг12) = «.1Г1--^«>1Г1 = (

pi

этот центр описывает прямую направления lv сопряженную

с (С, 1г) относительно абсолюта.

В гиперболическом пространстве эта поверхность также реали-
реализует плоскую евклидову геометрию, но несовершенно, подобно

евклидову цилиндру.
В эллиптическом пространстве поверхность будет линейча-

линейчатым гиперболоидом, ее можно рассматривать как цилиндр вра-
вращения около двух ортогональных осей Аи А'.

Если отбросить А' в бесконечность, то получим (неевклидовы)
параллели с постоянным радиусом; образующие гиперболы бу-
будут окружностями с центрами в бесконечности.

Можно рассматривать эту поверхность двумя способами
как тор. Здесь также реализуется плоская евклидова геометрия
в форме, топологически эквивалентной тору (Клиффорд).

В сферическом пространстве можно представить поверх-
поверхность прямоугольником с отождествлением противоположных то-

точек (фиг. 21)

В+--+В', А*--* А'.

В эллиптическом пространстве можно представить ромбом.
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ГЛАВА XXV

/7-МЕРНОЕ МНОГООБРАЗИЕ В РИМАНОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ П ИЗМЕРЕНИИ

154. Абсолютная вариация касательного вектора. Внут-
Внутреннее дифференцирование. Эйлерова кривизна. В точке Ф

многообразия определяем р касательных векторов и компонен-

компоненты касательного смещения

(О1, ОJ, . . .
,
ШР

и (и — р) нормальных векторов с нормальными смещениями

Первые уравнения структуры для многообразия будут
d<s>1 = [uAojp, B5.1)
0 = [и>*ш?]. B5.2)

(латинские индексы обозначают 1, 2, .... р; греческие
—

р + 1,
. .

., и). Последние п—р уравнений B5.2) по лемме Картана дают

', касательного к многооб

)нент

dX' + ^X*
и нормальный компонент

Тангенциальный компонент составляет абсолютный дифферен-
дифференциал вектора, рассматриваемого как принадлежащий к р-мерному
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иманову пространству; формы ю^ определяют внутреннее диффе-
енцирование, касательное к многообразию.
Что касается нормального компонента, то он вводит только

значение вектора в точке Р, а не в соседних точках, и зависит

только от форм <в|. Говорят, что формы а>1 определяют «эйле-

«эйлерову кривизну» многообразия (ср. в п. 139 формы а\, а%). Мы
покажем, что существует еще тензор эйлеровой кривизны.

Рассмотрим теперь поле нормальных векторов Y"; абсолют-
абсолютный дифференциал имеет касательный компонент

rv,
и нормальный компонент

Формы <?>i играют для нормальных векторов ту же роль, что фор-
формы со/ для тангенциальных векторов; нормальный компонент

называется внутренним нормальным дифференциалом.
Следовательно, имеется два внутренних (инвариантных) диф-

дифференцирования, и, кроме того, эйлерова кривизна дает компо-

компонент (нормальный или тангенциальный) для абсолютной вариа-
вариации вектора (тангенциального или нормального).

155. Тензорный характер эйлеровой кривизны. Рассмот-

Рассмотрим скалярное-произведение векторов Y и DX: с

Y DX = YxX^k.

Отсюда получается тензорный характер линейных форм а>\,
но здесь тензор на «два лица» (двусторонний): один индекс отно-

относится к тангенциальному смещению, другой—к нормальному.
Таким образом, мы пришли к необходимости рассматривать

тензоры вида

В случае и = 3 мы имели только один нормальный индекс, кото-

который опускался. Величины yfy образуют тензор этого рода. Для
этих тензоров-вводится внутреннее дифференцирование, полагая,

например,

Если касательный вектор X1 и нормальный вектор Ya переносят-
переносятся по принципу параллелизма, то
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Мы имеем, следовательно,

+ aiadX<Y" +

= (dob- a*.")* - жх 4) X'Y* =

откуда в силу произвольности векторов X1, Y", сравнивая коэф-
коэффициенты, получаем правило абсолютного дифференцирования

Data = data — a^co*— аЛ ш^. B5.4)

Аналогично внутреннему внешнее дифференцирование линейной

тензорной формы со" определяется в виде

Daf = Жо« + [ш*ш?] + [a>;a>?]. B5.5)

156. Вторая система уравнений структуры. Рассмотрим
вторую систему уравнений структуры

<Ц = [Ш»Ш{] + [Ш^] + RllJA I»*»*], B5.6)

[u)>P] -К [«^шЦ + Ra?M [o)*o)ft], B5.7)

Внутренняя риманова кривизна многообразия (с точностью до

знака) будет

В силу первого уравнения структуры B5.6) она равна сумме:
1) римановой кривизны объемлющего пространства в том же

плоском направлении,
2) выражения

которое зависит только от эйлеровой кривизны многообразия.
По аналогии со случаем п = 3 мы будем называть ее гауссовой
кривизной (с точностью до знака).

Компоненты гауссовой кривизны определяются выражением
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Уравнение B5.8) показывает, что инвариантный внешний диффе-
дифференциал эйлеровой кривизны са| зависит только от римановой
кривизны объемлющего пространства.

Поскольку

ш? =

этот внешний дифференциал

Ъ%
~

ТА/
зависит только от антисимметрической части производного тен-

тензора эйлеровой кривизны.
Что касается уравнения B5.7), то оно интерпретируется анало-

аналогично уравнению B5.6): бивектор

называемый (с точностью до знака) римановым кручением много-

многообразия, является вращением, которое испытывает нормальный
вектор после параллельного переноса вдоль цикла на много-

многообразии. Член

зависящий только от эйлеровой кривизны, определяет гауссово
кручение.

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

ГИПЕРПОВЕРХНОСТЬ В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

157. Главные направления и главные кривизны. Имеется

только один нормальный индекс 4. Эйлерова кривизна опреде-
определяется формами юь можно положить

Симметричный тензор а« позволяет определить квадратичную
форму

•

<р = u)'uL = a.yu)'V. B5.10)

Выражение

представляет нормальную кривизну линии на многообразии
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Главными направлениями называются три оси репера, для ко-

которых

коэффициенты — будут главными кривизнами. Гауссова кривиз-
Ri

на определяется формами

[u>W]; (нет суммирования);
R

таким образом, имеем три главные гауссовые кривизны:

___1_ 1 1

D D
'

О О
'

D Е>
*

А2^3 ^3^1 *^1*^2

158. Гиперповерхность в евклидовом пространстве. Рас-

Рассмотрим гиперповерхность в четырехмерном евклидовом простран-
пространстве. Главные гауссовы кривизны становятся римановыми кри-
кривизнами. Если изгибать гиперповерхность так, чтобы сохранял-
сохранялся линейный элемент ds%, то

111111

ЯЛ

1

#1

1

R.i

>

*>¦

1

R2
~~

R'A

l

Ro
'

т. е.

(кроме, может быть, знаков, что соответствовало бы симметрии
относительно некоторой гиперплоскости).

Следовательно, налагающиеся гиперповерхности равны или

симметричны. Вообще нельзя деформировать гиперповерхность,
не меняя ds2.

Это теорема Beer A870).Ср.Суваров (Souvarow, Bull. Science
Math., 1873). Если задана квадратичная форма относительно трех

переменных, будет ли всегда ей соответствовать гиперповерх-
•ность в евклидовом пространстве четырех измерений? Трехмер-

Трехмерное риманово пространство (гиперповерхность) зависит от трех

функций трех аргументов (коэффициенты при разложении линей-
линейного элемента на сумму трех квадратов). Между тем в простран-
пространстве четырех измерений гиперповерхность определяется только

одной функцией трех аргументов

xi == / \xv хг> хз>-

Следовательно, вообще задача невозможна.
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Чтобы ее разрешить, надо взять евклидово пространство шести

измерений. Если
ds2 = gljduidu! i, /=1,2, 3,

то, сравнивая коэффициенты при всех сочетаниях (с повторения-
повторениями) du' du> в уравнении

где хк рассматриваются как функции от и1, и2, и8, получим 6 урав-
уравнений на 6 неизвестных функций хк относительно трех незави-
независимых переменных и1, которые вообще допускают решение.

Вообще линейный элемент ds2 с дифференциалами р парамет-
параметров принадлежит многообразию р измерений в евклидовом про-

пространстве размерности
р^+ '

.

ДВУМЕРНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ РИМАНОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

159. Эллипс нормальной кривизны. Имеются два касатель-

касательных индекса 1, 2 и два нормальных 3, 4. Эйлерова кривизна
определяется формами

оK, ш*. 0K, о>4,

или двумя квадратичными формами /

срз = «>1ю3 + <Л>> = % (">'J + 2a12(o](o2 + «22 Ю2. B5. И)

ср* = ш«ш« + "J">42 = Ьп (ш1J + 2612 ш»о.2+62г (ш2J. B5.12)

Здесь мы найдем вектор нормальной кривизны

1\ т'7,+ум; B5ЛЗ)

Ф3 ее4
—!—, -1 компоненты нормальной кривизны по двум осям,
dsa ds2

нормальным к кривой.
Пусть б — угол, образуемый касательной к кривой с первой

осью в касательной плоскости (Ilt I2). Имеем

оI = cos 6ds, to2 = sin 6 ds. B5.14>

Пусть МР — вектор нормальной кривизны, х ,у
— координаты

точки Р в нормальной плоскости A3,Т4) (фиг. 22) Имеем
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ds*
' У =

т. е.

или

x = etu cos2 б -f- 2a12 cos 6 sin 6 + a^ sin2 6,

у = 6Ц cos2 6 + 2bn cos 6 sin 6 + 622 sin2 6,

x =

B5.15)
Cos 26 + 612sin26.12

Геометрическое место точек Р(х, у) будет, следовательно, эллипс

с центром Я|ац
+ ам

, ""!,**}— эллипс индикатрисы нор-
\ 2 2 J

мальной кривизны.
__

.

Вектор МН есть вектор средней }*

кривизны (Бомпиани)

,
+ «22

B5.1б)

Фиг. 22

он задается свернутым тензором эй-

эйлеровой кривизны.
Чтобы определить эйлерову кри-

м

визну, надо задать четыре сущест-
венные константы. Примем вектор

/8 параллельным большой оси эл-

эллипса индикатрисы с центром Я (а, р) и полуосями а, Ъ; пусть
¦6 = 0 в конце большой оси. Тогда эллипс имеет уравнение

х — а + a cos 26,

ы = В + b sin 26.
B5,17)

Следовательно, имеем

°ц + Д|
= а,

b« _ Р.

Д22

Ьп — i

«12 = О,

6,2 = Ь,

B5.18)
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и квадратичные формы равны

<р3 = (« + а) КJ + (а - а) («»)», J

Следовательно,

0K _ (а _|_ а) щ^ . QL _. рш1 _

B5.20)
cojj = (а — а) (в2, (»? = бсо1 + ^ш2

и

[oKuK] -f [ш|(в*] = (а2 — а2) [оI*!J] + ((З2 — б2) (оI^2].

Следовательно, гауссова кривизна равна

а2 + рг = а2-62. B5.21)

.Это степень точки М по отношению к ортооптическому кругу
эллипса.

Действительно, ортооптическои окружностью называется

геометрическое место точек, из которых эллипс виден под прямым
углом. Касательные к эллипсу в его вершинах несомненно пере-
пересекаются под прямым углом и определяют прямоугольник, вер-
вершины которого лежат на ортооптическои окружности. Центр ее,,
очевидно, совпадает с центром эллипса (а, р), а радиус равен поло-

половине диагонали прямоугольника, т. е. равен ]/а2 + о2. Степень
точки М относительно окружности равна произведению всей

секущей из точки М на ее внешнюю часть. Вся секущая равна
сумме расстояния от точки М До центра окружности и радиуса,
а внешняя часть — разности этих отрезков.

Следовательно, искомая степень равна произведению

(|Ах2 + f + Уа2 + Ь2) (y^F+f - Уа2-И2) =
= a* + f-(a* + b%

что и требовалось доказать.
В трехмерном пространстве индикатриса сводится к отрезку

PiPa из двух частей: МР1 = и МР2 = ; гауссова кри-

кривизна, или полная кривизна,
— действительно степень точки М

относительно ортооптическои окружности
—

отрезка Pt P%.
Переходим к гауссовому кручению; имеем

[u)9(fl{] + [<в|о>|] = 2ab [ю1оJ] B5.22>
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Следовательно, гауссово кручение равно 2аЬ. Заметим, что,

если мы положим а>0, то должны рассматривать Ь > О, если

эллипс описывается в положительном направлении при возраста-
возрастании б от 0 до я.

160. Обобщение классических понятий. Линии кривизны.
Можно рассматривать линии кривизны как такие, которые соответ-

соответствуют концам большой оси эллипса. Чаще говорят, что кривая
на поверхности будет линией кривизны, если тангенциальная
компонента абсолютного смещения какого-то нормального век-

вектора будет касательной к этой линии.

Следовательно, для такой линии имеем

(o^l — <D2u)^ = 0,

(о'ш^ — aJ o)j = 0.

Ищем условие существования линий кривизны. Внося сюда зна-

значения B5.20), получим

— 2а<а1<а2 = 0,

Ь {(ш1J - ((о3K } = 0.

Эти уравнения несовместны, если а тл. Ь не равны нулю. Условием

существования линий кривизны будет обращение в нуль а или Ь,
т. е. обращение в нуль гауссова кручения B5.22), и в этом случае
будут два семейства ортогональных линий кривизны.

Асимптотические линии. Асимптотическая линия есть линия

нулевой нормальной кривизны. Чтобы она существовала на по-

поверхности, надо, чтобы эллипс индикатрисы нормальной кривиз-
кривизны проходил через точку М. Тогда будет существовать одно се-

семейство асимптотических. Их будет два семейства, если эллипс

индикатрисы выродится в сдвоенную прямую.
Если существуют асимптотические, то гауссова кривизна отри-

отрицательна (ибо точка М будет внутренней точкой ортооптической
окружности).

Рассмотрим случай, когда эллипс индикатрисы
— сдвоенная

прямая, лежащая на оси 18. Тогда форма <р4 тождественно равна

нулю. Поверхность будет гиперплоской, т. е. это будет поверх-
поверхность трехмерного евклидова пространства.
Действительно, дифференцируя внешним образом
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равенства, вытекающие из условия <р4 = 0, получим

IC0f<D«]=0, [<^Ш*1=0.

Отсюда следует, что линейная форма юз одновременно будет
кратной линейн*

нулю. Значит,
кратной линейно независимым &>i и ш2> следовательно, она равна

dh = 0;

направление 14 фиксировано; точка М описывает гиперплоскость,
которая и будет содержать нашу поверхность.

161. Минимальные поверхности. Предположим, что средняя

кривизна B5.16) равна нулю; следовательно, в силу B5.18)

точка Я совпадает с точкой М. Тогда, из B5.19)

ср4 = 26u)luJ.

Гауссова кривизна B5.21), равная теперь

— а3 — Ъ\ ;

отрицательна.
Это свойство характеризует минимальную поверхность, т. е.

поверхность наименьшей площади при заданном контуре.
Действительно, пусть символы d и 8 соответствуют: первый —

смещению по поверхности, второй — смещению с одной поверх-
поверхности на другую инфинитезимально близкую.

Если мы предположим, что это последнее смещение орто-
ортогонально к поверхности, то, очевидно, формы ш* (8) = е* будут

удовлетворять соотношениям:

ех— 0, е2= 0 на поверхности и е3= 0, е4 = 0 на контуре.
Теперь вариация площади поверхности

8 j [оI*»2] = j [Su^uK] — jloI 8u>2];

но из структурного уравнения
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получим

SoI '= — е'ш2 f- eao>

и аналогично

следовательно,

8 J [ш1(аг\ = je« ( [Л*] — [ш^г] ) а = 3,4.

Таким образом, необходимое условие минимума площади (обра-
(обращение в нуль первой вариации) будет

[ш'ш«]— [uJu)«] =0.

Если же положить

и» = а',0I + а«2и>2,

то получим

ЙП+Й22 = 0 (а = 3,4),

или в обозначениях B5.18)
а = 0, р = 0.

Если деформировать поверхность нормальным смещением пер-
перпендикулярно к прямой МН, то вариация площади будет равна
нулю.

162. Отыскание минимальных поверхностей. Говорят, что

функция V — гармоническая, если второй дифференциальный
параметр равен нулю:

В евклидовом n-мерном пространстве декартовы координаты
точки минимальной поверхности будут гармоническими функция-
функциями на поверхности.

Действительно, координаты точки могут быть представлены
аналитической точкой М; компонентами градиента называются

коэффициенты при формах са' в разложении

dv = vy -t vx +-... + у„ш\
17 Заказ 533
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Следовательно, для

dfA = w% -f w\
-*¦ -*¦

компонентами градиента будут векторы \х и 12. В пространстве
постоянной кривизны аналогично формулам B4.32) получаем

= D\x = dlx + 12о)' = О.-1* — КшЧА = МцОI + М12(«2,

= D\ = d\2 -{- |~ш» = ш-f— K<»2M = M21(o' + М22ша.

Сравнивая два последних столбца, получим

и

ДаМ = Ма + Маг = (Tl-, + т/2) Г -

Если поверхность минимальная, то

= 0.

Если /С = 0, то получаем уравнение, характеристическое для
минимальных поверхностей

ДаМ = 0

Пусть форма

ds2 = Edu* + 2Fdudv + Gdv2

приведена к виду

A2 (du2 + dv%);

тогда

¦

. to1 = Adu, с»2 = Adv,

Компонентами gradV будут

v =-L*L v = —

1

А ди
' а

Л
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V>2 - V3(Ui = iL dv - ^- du1 %
du dv

будет элементарным потоком градиента; этот поток будет точ-

точным дифференциалом, если V — гармоническая функция, ибо

JJ
Следовательно,

dW , d*V

и функция V будет также гармонична по отношению к координа-
координатам и и v.

Если У будет обозначать функцию комплексного переменного,
сопряженную функции /, то можно положить для определения
минимальной поверхности

Функции ft должны быть такими, чтобы

Имеем

ds2 = Л3 (du + idv) (du — idv) = A2 (du2 + dv2)
и

dxt = ft (du + idv) -f cp) (du + idv).

Необходимо, следовательно, чтобы

/¦=1, 2, 3

Это распространение классического результата на случай четы-

четырех измерений.
Если заменить fk на ifк, то получим минимальную поверхность,

присоединенную к заданной. Теория присоединенных поверхно-
поверхностей распространяется на случай п измерений; касательные пло-

плоскости в соответственных точках будут параллельны и соот-

соответствующие касательные перпендикулярны.

18 Заказ 533



Е. СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ РИМАНОВЫХ

ПРОСТРАНСТВ

ГЛАВА XXVI

, НОРМАЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ РИМАНА

163. Определение нормальных координат. Рассмотрим оп-

определенную точку О риманова пространства и ортогональный
репер (Ro) в этой точке.

Всякая точка М в достаточно малой окрестности точки О
лежит на определенной геодезической, выходящей из точки О;

пусть Vq — направляющие косинусы ее касательной в начале

и s — длина, дуги геодезической ОМ. Тогда нормальными коор-
координатами точки М называются п величин х1, определяемых
уравнениями

xl = vlos. . B6.1)

Практически всегда можно, отправляясь от произвольной си-

системы координат (и1, . .
., и"), подходящей линейной подстанов-

подстановкой с постоянными коэффициентами, получить другую так,
чтобы в точке О все координаты равнялись нулю, а коэффициен-
коэффициенты gtj фундаментальной формы в начале принимали значения

, (О, если i ф /,
*

11, если i = /.

Воспользуемся уравнениями геодезических A8.14)

шг" = v'ds, (»/ = уД о)*,

Эти формулы сохраняют силу и для неортогонального репера,
включая натуральный, когда будем иметь A2.12):

(»' = dul.
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Следовательно,

и уравнения геодезических примут вид

при начальных условиях

ы' = 0 для s = 0

мы получим нормальные координаты B6,1), только теперь надо
положить

dulI du
к1 = s

164. Отображение риманова пространства на евклидово,

переводящее связку геодезических в связку прямых.
Формулы B6.1) определяют, если угодно, отображение риманова
пространства на евклидово, где х1 будут служить обыкновенными

прямоугольными координатами.
Непосредственно видно, что геодезические линии, проходящие

через точку О, отображаются в прямые линии евклидова про-
пространства, что всякое геодезическое в точке О многообразие ото-

отображается в плоское многообразие.
Евклидово пространство, на которое производится это отобра-

отображение, называется нормальным евклидовым пространством, присо-
присоединенным к точке 0. Нетрудно заметить, что нормальное евкли-

евклидово пространство является соприкасающимся к риманову прост-

пространству в точке 0.

Действительно, система B6.2) в нормальных координа-
координатах х1

**L , ri ^-^- = 0
ds*   *ftds ds

будет системой дифференциальных уравнений для геодезических
и будет удовлетворяться, если вместо х1 подставить vols, где

vol — произвольные постоянные; следовательно, во всякой точке

геодезической

ГД«М - 0. B6.3)
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В частности в точке О, т. е. для s = 0, имеем

(ГЛ)« - о,

а это означает, что нормальное евклидово пространство сопри-
соприкасается в точке О к риманову пространству (п. 62).

165. Построение семейства реперов, присвоенных нор-
нормальным координатам. Репер (Ro), присоединенный к точке О,
был выбран ортогональным. Мы можем присоединить к каждой
точке М в достаточно малой окрестности точки О ортогональный
репер (R), получаемый параллельным переносом репера (Ro)
вдоль дуги геодезической ОМ. Будем говорить, что это семейство

реперов (R) присвоено нормальным координатам, которые опре-
определены начальным репером (Ro).

Сейчас мы подсчитаем формыш' = cui( ш/ = шу =
—

wyi, опре-
определяющие инфинитезимальные перенос и вращение при переходе
от репера, присвоенного точке М, к реперу, .присвоенному инфи-
нитезимально близкой точке М'. При этом нам удобнее будет поль-
пользоваться координатами а' = v[, t в излишнем числе п + 1 та-

такими, что

Чтобы вернуться к нормальным координатам х1, достаточно поло-
положить t = 1, а1 = х1.

Если положить а1 — const и менять t, то репер (R) будет пере-
переноситься параллельно и для одного и того же значения dt век-

векторы ММ' будут оставаться эквиполентными и сохранять те же

компоненты; очевидно, при этом

о>< = aldt.

а все ю{ будут равны нулю.
Если обозначить через (а1, щ-> значения форм юг, су' при dt = О

и переменных а1, то' получим

^ (t, a; dt, da') = a'dt +~ш' (t, a; da), 1

a{(t,a-,dt,da)= ^{(t,a; da).]

166. Фундаментальные уравнения. Теперь мы будем опреде-
определять формы ш', ш{ как функции от t, рассматривая a', da1 как па-

параметры.
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Обращаясь к уравнениям структуры риманова пространства
A6.8), A6.9), имеем

= [u>*u>'],
B6.5)

Заменяя©', ш{ выражениями B6.4) и выделяя члены, содержащие
dt, получим

[daldt\ + Г dt— I J- de"S' =

B6.6)
dt
-^ .ikh \a4t

_

«о*].

Символ дифференцирования da означаег дифференцирование по

всем a'(i = 1, . .
., п) при t = const.

Сравнивая члены, содержащие множитель dt, получаем
искомые уравнения, которые будем называть фундаментальными

dt
= da1 + akt»L

dt

B6.7)

предполагает суммиро-суммироЗдесь квадратная скобка
вание по сочетаниям.

Будем интегрировать эти уравнения. Начальные условия
очевидны: для t = 0 получаем начальный репер (R6) и для всех

a1, da1

ш< @, a, da) = 0, п{ (О, a, da) = 0. B6.8)

Исключая и>{, получаем для формш' систему уравнений

~j B6.9)

с начальными условиями

dt
= da1 для t = 0. B6.10)

167. Однозначность линейного элемента при заданном

тензоре Римана—Кристоффеля. Из уравнений B6.9) следует
теорема.
Теорема 1. Если известны — в функциях отнормальных

координат относительно начального репера (RQ) — компоненты
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тензора Романа — Кристоффеля для семейства реперов, присво-
присвоенных этим координатам, то фундаментальная форма в этих

нормальных координатах определяется однозначно.

Действительно, при заданных Rkihj в функциях от t, ci,..., an

уравнения B6.9) допускают единственное решение при начальных

условиях B6.10). С другой стороны, формы (J в силу B6.4) полу-
•

чаются из форм со* при t = 1, а1 = х1 . Следовательно, линейный
элемент ds2 вполне определен.

Отсюда следует вторая теорема.
Теорема 2. Пусть даны два риманова пространства Е,

Е' одного и того же числа п измерений и в них две системы нор-

нормальных координат относительно начальных ортогональных ре-

реперов (Ro), (Ro); если компоненты тензора Римана — Кристоф-
феля, отнесенные в каждом пространстве к семейству реперов,
присвоенных его системе координат, будут одними и теми же

функциями соответствующих нормальных координат, то два

пространства наложимы друг на друга.
Действительно, две основные метрические формы будут иметь

коэффициентами одни и те же функции нормальных координат.
Наложение будет только локальным, ибо теорема имеет смысл

только в такой окрестности начальной точки, что через каждую
точку окрестности проходит одна и только одна геодезиче-

геодезическая, выходящая из начала и не покидающая этой окрестности.
168. Аналитическое риманово пространство. Допустим те-

теперь, в частности, что риманово пространство аналитическое. Это

значит, что можно выбрать систему координат и1 так, что компо-

компоненты gu фундаментального тензора будут аналитическими функ-
функциями координат и1. В этом случае нормальные координаты х1 от-

относительно произвольного начального репера (Ro) будут аналити-

аналитическими функциями от и1 й компоненты Rijkk римановои кривиз-
кривизны, отнесенные к семейству реперов, присвоенных этим нормаль-
нормальным кординатам х1, также будут аналитическими функциями
от*'.и, следовательно, от координат / и а1. Они, следовательно,
вполне определены, если известны для t = 0 их числовые значе-

значения так же, как значения их последовательных производных по

параметру t; но, если варьировать t, сохраняя фиксированными
с1, а2, . .

, ап, так, чтобы репер (R) перемещался, оставаясь па-

параллельным самому себе, то обыкновенный дифференциал dRuui
по переменному t будет совпадать с абсолютным; следовательно,
в каждой точке будем иметь

dRijkh
—-г—

at
ial

где вертикальной чертой отделяются индексы ковариантного

дифференцирования.
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Получаем теорему.
Линейный элемент ds2 аналитического риманова пространст-

пространства, выраженный посредством нормальных координат в точке О,
вполне определен, если известны числовые значения в точке О ком-

компонентов тензора Римана — Кристоффеля и всех его последова-
последовательных ковариантных производных.

Этой теореме соответствует также достаточное условие нало-

наложимости двух аналитических римановых пространств одного
и ¦того же числа измерений.

169. Свойства основной метрической формы в нормаль-
нормальных координатах. Докажем две теоремы:

*

Теорема 1. Форма

является линейной комбинацией выражений

akdah — ahdak.

Теорема 2. Форма

является квадратичной формой относительно выражений

Первое уравнение B6.7), поскольку а1 и t — независимые пере-

переменные, может быть записано в виде:

— (о)' — tdaf) = afeo)^;

B6.9) при этом дает

(mi — tda1) = RL ь А''ш;- /26 11)
gt2 \ I ft ft/

' \ ¦ I

положим a priori

п< -Ш = AyiMa*
¦

{A[h = - AfJ. B6.12)

Уравнения B6.9) будут удовлетворены, если неизвестные функ-
функции А1ьн удовлетворяют системе

&AL —

-a*dah = R щакани>] = R щаьан {tda' + A'nardas).
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Меняя справа индексы суммирования: в первой сумме
*

и во второй (*s), получим

At

ШК^ ***№)akdah = °'

откуда в силу линейной независимости akdah имеем систему

kh и„гп i i -r.,n i д] B6.13)

с начальными условиями

Эти уравнения допускают определенное решение; надо только

проверить, что полученные функции будут кососимметричны
по нижним индексам. Это очевидно, ибо сумма

и ее первые производные равны нулю для t = 0 и удовлетворяют
системе линейных однородных дифференциальных уравнений.
Первая теорема доказана.

170. Доказательство теоремы 2 п. 169. Обращаемся ко вто-

второй теореме.
Линейный элемент пространства ds2 есть сумма квадратов

форм оУ после замены t на единицу и а1 на х1; формула B6.12)

ш' = ida1 + Alkhakdah B6.14)

указывает, что доказательство теоремы 2 сводится к тому, чтобы

показать, что сумма

является линейной комбинацией выражений

ardas — asdar.

Итак, положим

Amdal = Bkhrprda? {Bkhrs = -ВШг = - Bhkrs).

Эти соотношения будут совместны с уравнениями B6.13), если
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функции Bkhrs, которые вместе со своими первыми производными
обращаются в нуль для t = 0, удовлетворяют системе

^ jAL. B6.15)

Ясно, что решение этой системы уравнений B6.14), B6.15) вместе

с начальными условиями будет кососимметрично одновременно
и относительно указателей г и s, и относительно k и к.
Мы будем теперь искать первые члены разложения форм ш'

и основной метрической формы. Для этого мы определим разло-
разложение функций Aih и Bkhrs с точностью до членов порядка tk,
предполагая, конечно, что компоненты фундаментального тензора
допускают непрерывные частные производные достаточно вы-

высокого порядка.

С помощью уравнений B6.13) и B6.15) получаем

~

Bkhrs f tmrskh +

Конечно, в правой части компоненты тензора Римана — Кри-
стоффеля и их ковариантные производные принимают те же чис-

численные значения, которые они имели в начале.

Отсюда с помощью B6.14) имеем

дл + ±

откуда заменой t — 1, а1 = х1 получаем

Ш1 = dxl+± xr i^ikh + ± xsRflkh (s) * йхн, B6.16)

Линейный элемент ds2 получается, если в сумме квадратов форм
шг заменить t = 1, а''== х'1\

ds2 = ds20 + Gkhrsxkxrdxhdxs,

где

a'-x!
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отсюда (Риман)

rskh + _L xuRrskh, u
\ xrxkdx.dx*, B6.17)

или

—л»Лс) (xkdxh — xhdxk). B6.18)



ГЛАВА XXVII

СИММЕТРИЯ И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС

171. Перенос посредством симметрии. Пользуясь понятием

нормальных координат, мы можем проще определить симметрию
точек и векторов относительно точки О риманова пространства.
Симметричные точки М и М' в нормальных координатах х1 от-

относительно начала О определяются координатами

для векторов, отнесенных к натуральным реперам, присвоенным
нормальным координатам, симметрия определяется уравнениями

Рассмотрим пару симметричных точек М и М' в малой окрест-

окрестности точки О и два симметричных вектора X и X' в точках М

и М'. Вектор X" с началом М', равный и противоположный век-

тору X', имеет те же компоненты, что и вектор X: поскольку

Гйй равны нулю в точке О, вектор X" следует рассматривать как

перенесенный по принципу параллелизма из М в М' вектор X.
Отсюда снова получаем предложение:

чтобы перенести параллельно вектор X с началом в М в инфи-
нитезимально близкую точку М', достаточно построить вектор

X', симметричный вектору X относительно середины О дуги гео-

геодезической ММ', и затем—вектор X", равный и противоположный

вектору X'.
Мы будем называть это построение переносом посредством

симметрии.
172. Порядок точности построения. Предыдущее построение

дает результат с точностью только до бесконечно малых порядка
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выше первого, если принимать за основную бесконечно малую
расстояние ММ'. Мы покажем что при параллельном переносе
вдоль дуги геодезической ММ' перенос посредством симметрии дает

результат с точностью до бесконечно малых третьего порядка.
Заметим, что при использовании ортогонального репера (R),

присвоенного нормальным координатам, параллельный перенос
вдоль геодезической, проходящей через точку О, не будет менять

компоненты вектора относительно этих реперов (R); но компонен-

компоненты вектора
— не что иное, как формыа>'(х, dx), где надо дать диф-

дифференциалам dx1 числовые значения компонентов X1 вектора,
отнесенного к натуральному реперу с тем же началом, присвоен-
присвоенному нормальным координатам.

Тогда совершить перенос посредством симметрии относитель-
относительно точки О — значит перейти от величин mi{x; dx) к величинам

(о'(—х; dx); поскольку параллельный перенос вдоль геодезиче-
геодезической ММ' сохраняет числовые значения форм ш', мы приходим
к необходимости сравнивать величины ef{x; dx) и ш' (—х, dx).
Пользуясь разложением B6.16), мы получим

со' (х, dx) — w< (-х, dx) = ~ ЯД„, s
xrxkxsdxK B7.1)

Поскольку dxh имеют конечные значения (компоненты вектора

X), порядок малости правой части определяется тремя бесконечно
малыми множителями xr, xk, xs.

Каким условиям должно удовлетворять риманово пространст-
пространство, чтобы перенос посредством симметрии давал построение па-

параллельного переноса вдоль геодезической с точностью до бес-

бесконечно малых четвертого порядка?
Нам надо потребовать, чтобы кубическая форма

Flj = Rnki\sXrxkxs B7.2)
была тождественно равна нулю. Это выразится через некоторое
число линейных с постоянными коэффициентами соотношений
между компонентами производного тензора от тензора Римана —

Кристоффеля. Ясно, что при заданном геометрическом значении

этих соотношений они не зависят от выбора реперов. Мы вос-

воспользуемся этим замечанием, а также тождествами Бианки

Ri№ i т + Rwi i«. + Rih* i p
= 0.

Заметим, что компоненты Ri/kh 11 преобразуются при замене репе-

реперов, как произведение

XlYjZkTkUl
компонентов пяти произвольных векторов. Рассмотрим теперь

простое инфинитезимальное вращение репера параллельно пло-

плоскости двух базисных векторов ег, е^.
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Если г — инфинитезимальный угол поворота, компонент

Хг вектора испытает элементарное приращение sXs, а компонент

Xs — приращение — еХг, остальные компоненты останутся без

изменения. Отсюда следует, что элементарное приращение, испы-

испытываемое компонентом Rijoi\ i, будет, с точностью до множителя е,

•суммой компонентов, получаемых заменой указателя г на s по-

повсюду, где только он встречается, и взятых с противоположным
знаком компонентов, содержащих указатель s, который заме-

заменяется на г.

Будем обозначать это вращение символом {г?}.
173. Сохранение римановой кривизны при параллельном

переносе. Приложим эти соображения к коэффициенту при (х'K
ф)рмы Ру; поскольку он равен нулю, имеем

%/U=0. B7.3)

Вращение \jk] позволит получить отсюда

Ядац = 0, B7.4)

а вращение \ik), приложенное к компоненту B7.3), дает

* = 0. B7.5)

Тождество Бианки

Run I k + Rink i *
— Rink | /

= 0 B7.6)

позволяет написать равенство B7.5) в виде

i /
— SRijjk 11 — 0-

откуда перестановкой индексов i и / получаем

Rijjk 11
— SRijik J /

= 0.

Из двух последних соотношений и равенства B7.5) следуют ра-
равенства

Rw\j = 0, Rtlinkt Ri,ik\t=.O. B7.7)

Наконец, вращение {//), приложенное к первому равенству B7.7)
дает

Rilik 1 / + Rijlk | / = 0,

откуда круговой подстановкой индексов /, к, I, получаются два
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новых соотношения, которые показывают, что сумма любых двух
из трех компонентов

Rijik 11, Riku i / > Run i k

равна нулю. Следовательно, все они равны нулю:

&/й|/ = 0. B7.8)

Отсюда с помощью тождеств Бианки B7.6) получаем

Яум ц
= 0. B7.9)

•Равенства B7.3) и B7.9) показывают, что единственными компо-

компонентами, которые могли бы не равняться нулю, будут компоненты

с пятью различными индексами.
Однако вращение \im}, приложенное к равенству B7.9), дает

Rklmj | / + Rklij | m
= О,

откуда

Rklij | m
— Rkljm | i — Rklml | ]',

но сумма этих трех компонентов равна нулю в силу тождества
Бианки. Следовательно, каковы бы ни были индексы i, j, к, 1,т,

Rim\m = 0. B7.10)

Все компоненты производного тензора Римана — Кристоффеля
равны нулю.

Теорема. Чтобы перенос посредством симметрии осуще-
осуществлял параллельный перенос вдоль бесконечно малой дуги геоде-
геодезической с точностью до бесконечно малых порядка выше трех, не-

необходимо и достаточно, чтобы производный тензор от тензора

Римана — Кристоффеля был равен нулю.
Заметим, что обращение в нуль производного тензора римано-

вой кривизны означает геометрически, что параллельный перенос
сохраняет риманову кривизну.

Приведенное доказательство показывает, что это свойство яв-

является следствием только уравнений B7.3), которые показывают,
что риманова кривизна пространства в направлении плоского эле-

элемента имеет абсолютную производную, равную нулю в произ-
произвольном направлении этого плоского элемента.

174. Необходимое и достаточное условие обращения в

нуль производного тензора от тензора Римана—Кристоф-
Римана—Кристоффеля. Мы докажем теперь теорему:

если производный тензор от тензора Римана — Кристоффеля
равен нулю, то перенос посредством симметрии осуществляет
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точно параллельный перенос вдоль дуги геодезической; более того,

обращгние в нуль этого тензора необходимо и достаточно, чтобы
симметрия относительно некоторой точки была изометрией.

Действительно, если параллельный перенос сохраняет рима-
нову кривизну, то компоненты Rtjkh тензора Римана— Кристоф-
феля, отнесенные к системе ортогональных реперов (R), присво-
присвоенных системе нормальных координат с началом О, будут аб-
абсолютными константами. Обратимся тогда к системе основных

дифференциальных уравнений, которые определяют формы:

wl(t,a;da), Цц, a; da);

в силу B6.7) они имеют вид:

Отсюда мы получим соотношения

ш' (t, a; da) = ш' (t, -~о; da). B7.12)

Действительно, положим

a' (t, a; da) — ml{t, — a; da) = ш',

Ц (t, a; da) + Ц (t, —a;da) = mi.

Непосредственный подсчет дает

dt k dt
?./..lkh

Это система линейных однородных с постоянными коэффициен-
коэффициентами дифференциальных уравнений; поскольку начальные зна-
значения неизвестных функций равны нулю при / = 0, заключаем,
что эти функции все равны нулю, откуда следует доказательство

B7.12).
Заменяя теперь t на 1, ak нах* и dak на dxk, получим тождества

ш'(х, dx) «=<d'(— x,dx). B7.13)

Они показывают:

1) что перенос посредством симметрии вдоль дуги геодезиче-
геодезической осуществляет точно параллельный перенос вдоль этой дуги;
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2) что симметрия относительно точки О оставляет инвариант-
инвариантной основную форму; иначе говоря, является изометрией.

Нам остается доказать, что если симметрия относительно
точки есть изометрия, то параллельный перенос сохраняет рима-
нову кривизну. Это очевидно геометрически. Действительно,
отправимся от плоского элемента с началом М, определяемого

—> —>

бивектором из двух векторов X, Y; симметрия относительно точки

О преобразует их в векторы X', Y' с вершиной в М'. Поскольку
симметрия предполагается изометрической, она сохраняет ри-
манову кривизну, которая получается однозначно из фундамен-
фундаментальной формы. Риманова кривизна вдоль плоского элемента

[XY] будет та же самая, что и вдоль плоского элемента [X'Y'];
между тем эти два плоских элемента получаются один из другого
параллельным переносом с точностью до бесконечно малых треть-
третьего порядка. Следовательно, параллельный перенос сохраняет
риманову кривизну с точностью до бесконечно малых третьего
порядка; следовательно, абсолютная производная римановой
кривизны равна нулю и параллельный перенос сохраняет точно

риманову кривизну.
Теорема полностью доказана.



ГЛАВА XXVIII

СИММЕТРИЧЕСКИЕ РИМАНОВЫ ПРОСТРАНСТВА

175. Два определения симметрических римановых про-
пространств. Римановы пространства, называемые симметрическими,
могут быть определены с помощью двух свойств, которые, как мы

докажем, эквивалентны:

1°) симметрия по отношению к произвольной точке

есть изометрия;
2°) параллельный перенос сохраняет риманову кри-

кривизну.
Докажем, что изыскание симметрических пространств сво-

сводится к алгебраической проблеме.
Введем в точке О пространства нормальные координаты, соот-

соответствующие ортогональному реперу (R.o) с вершиной О. Компо-
Компоненты Rtjkh тензора Римана — Крйстоффеля, отнесенные к репе-
реперам, присвоенным этой системе координат, будут абсолютными
константами, удовлетворяющими классическим условиям сим-

симметрии

Rijkh~ Rjikb — °yftft> I B8 1)
Rl/kh + Rtkhj + Rlhjk = 0- I

С другой стороны, требуя, чтобы абсолютный дифференциал каж-

каждого компонента равнялся нулю, мы получаем соотношения

откуда, предполагая введенными координаты в излишнем числе

t, а1 и замечая, чтосо{ = ш{, имеем с помощью основной дифферен-
дифференциальной системы уравнений B7.11)

.,.,..,..
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RJkh Rum- Rl'kh Rjlm + Ri'rh Rum + R Ikr Rhtm = 0. B8.2>

(/,/ ,k,h,l,m=\,2 n)
176. Теорема существования. Мы теперь покажем обратно,

что всякой системе констант, удовлетворяющих линейным и

квадратичным уравнениям B8.1) и B8.2), соответствует симмет-

симметрическое риманово пространство, и это пространство локально
налагается само на себя бесконечным числом способов.

Действительно, проинтегрируем систему основных дифферен-
дифференциальных уравнений B7.11)

¦ = da1 + акш{

-— = R ¦ akuk
UL

с начальными условиями ш' = 0, а>{ = 0. Эта система дифферен-
дифференциальных уравнений линейных с постоянными коэффициентами,
которые дают для форм ю', со{ линейные выражения относительно-

da1, da3, .... dan с коэффициентами в виде целых функций отно-

относительно t, a1, . .
.,

а".

Если здесь положить t = 1 и заменить ё на xf, получим формы
ш'(х, dx),<rfi (x, dx); определитель из коэффициентов при dx1, dx%,. .

dxn в формах ш1 оJ, . .
,

со" отличен от нуля для достаточно ма-

малых значений х1 (он равен 1 в точке О).
Остается показать, что полученные таким образом формы

<а1, ш{ удовлетворяют уравнениям структуры

dw1 = [о)*о)'], 1

B8.3)

достаточно, впрочем, показать, что эти соотношения будут удо-

удовлетворяться формами ш' (t, a; da),ti>/(t, a; da), если внешние ди-

ференциалы dw', du>{ будут подсчитываться при постоянном /.

Положим

Щ = l^'k ] + RtJW И<°А[ + Н, J

обозначая через е', s{ внешние квадратичные дифференциальные

формы относительно дифференциалов da1, da2, . . ., da", ^чевидно
равных нулю для t = 0, ибо для t — 0 сами формы ш', ш/ тожде-

тождественно равны нулю.
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Мы выведем систему линейных однородных дифференци-
дифференциальных уравнений, которым должны удовлетворять формы
г1, 'г!.. Раз это будет сделано, станет очевидно, что эти фор-
формы, равные нулю при t = 0, будут тождественно равны ну-
нулю, что и докажет соотношение B8.3).
Мы придем к искомой системе дифференциальных уравнений,

дифференцируя по параметру / уравнения B8.4). Достаточно за-

заметить, что если © есть дифференциальная форма с коэффициен-
коэффициентами, зависящими от t, то операция дифференцирования по t

и операция внешнего дифференцирования переместительны:

'-!.<«,_«.?-. Bв.5)

Действительно, если, например,

то выражение

и выражение

d

@ =

dt

2

d

Y 5rt [du'du/du*]

U»L = J-l±toiL [du'duJdu.k]\ =
dt dt \ 2 a«* 1

= _LJ?4_ [du'dw'du*]
2 лам*

очевидно совпадают.
_

Приложим соотношение B8.5) кформе©'; мы получим, прини-
принимая во внимание B8.1),

~дТ
~

~dt ["IT Ш* J
~

[ш ~дТ\ '

или в силу B6.7)

" +о'

е? — [dak + йК

или по приведении подобных членов

-?-вЧ- B8-6)
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dJ. д -

Подсчет d —- и — ышл дает
dt at '

+

kh]

dt

Сравнение этих двух формул дает

dt

но форма

*ш< + Rl&~RtVL + «/A B8-7)

равная нулю для f = 0, допускает производную по t, равную

В силу B8.2) эта производная,а потому и форма B8.7) равны нулю.
Имеем, следовательно,

Rid** B8-8)Ri

Уравнения B8.6) и B8.8) линейны и однородны, что и до-

доказывает, что уравнения структуры B8.3) будут удовлетворе-
удовлетворены.

Полученное пространство будет симметрическим, ибо обраще-
обращение в нуль формы B8.7) доказывает обращение в нуль абсолют-
абсолютного дифференциала компонента Rj/ы тензора Римана—Кристоф-
феля.

177. Движение симметрического пространства как твер-
твердого тела. Пространства постоянной римановой кривизны, оче-

очевидно, симметрические и будут наиболее простыми пространствами
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этого рода. Рассуждения, которые мы провели, делают очевид-
очевидными ряд свойств, общих у симметрических пространств и у про-
пространств постоянной кривизны.

Эти свойства вытекают из очень простого замечания, что вы-

выражение фундаментальной формы в функциях нормальных коор-
координат относительно точки О будет тождественно самому себе вся-

всякий раз, когда мы возьмем прямоугольный начальный репер

(Ro), по отношению к которому компоненты R/kh тензора Римана—
Кристоффеля сохраняют ту же постоянную величину. Это может

осуществиться двумя способами.
1°. Если заменять прямоугольный репер (Ro) одним из репе-

реперов, которые получаются из него параллельным переносом вдоль

геодезической, выходящей из точки О.
2°. Сохраняя начало О репера (Ro), сообщить ему подходящее

вращение около точки О; но инфинитезимальная вариация, ко-

которую испытывает компонент R/y, в силу инфинитезимального

поворота на угол е параллельно плоскости бивектора [ег es[
была получена в пп. 172,173. Отсюда следует, что инфинитезималь-
инфинитезимальная вариация, которая получается в силу инфинитезимального
вращения, определенного бивектором с компонентами а„, будет

Rr'^-RM + R/rhti + R/^- B8.9)

Следовательно, наиболее общее инфинитезимальное вращение,

(aij), которое может испытывать репер (/?„) без изменения компо-;
нентов римановой кривизны, дается системой уравнений:

Я,W—Ruad + Rirhuk + Rikruk = 0. B8.10)

Если эта система относительно
п ^п~

¦ неизвестных а*у=

содержит
п^п~ '—

р независимых уравнений, то симметриче-

симметрическое пространство допускает связную группу вращений около

точки О, зависящую от р параметров. Этта группа называется

группой изотропии в точке О.
Отсюда следует, что прямоугольные реперы, которые можно

выбирать в качестве начальных реперов системы нормальных
координат с одной и той же фундаментальной формой, зависят

от л + р параметров.
Следовательно, пространство допускает связную группу с

п + р параметрами твердых перемещений. Если пространство
постоянной кривизны, то уравнений B8.10) не будет, число

р
=

п(п— )
^
и пространство обладает полной свободной подвиж-

подвижностью.
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178. Трансвекции Э. Картана. Среди твердых перемещений
симметрического пространства отметим те, которые происходят
от двух последовательных симметрии относительно двух точек

А и В; это — трансвекцииЭ. Картана; в таком перемещении каж-
каждая точка геодезической АВ испытывает смещение вдоль этой

геодезической, равное удвоенному расстоянию А В. Геодезиче-
Геодезическая АВ называется геодезической базиса трансвекции. В случае
евклидова пространства трансвекции—не что иное, как перенос
сы; они допускают бесконечное множество геодезических базы,
параллельных между собой.

В пространстве постоянной, ненулевой кривизны трансвекция
допускает только одну геодезическую базы.

179. Топологическое произведение двух произвольных
римановых пространств. Понятие неприводимого симметриче-
скогр пространства основывается на понятии топологического про-
произведения двух пространств.
;

Если заданы два пространства Ev Еъ размерностей соответ-

соответственно пх и /ij, то топологическим произведением Е этих про-
пространств называется пространство ^+ измерений, каждая

.точка которого определяется как упорядоченное множество

(Mt, М2) точки Et и точки Е2.
Если пространства ?, и Е2—римановы, то пространство

Е — по определению риманово пространство, фундаментальная

форма которого будет суммой фундаментальных форм Яг и ?2.
Иначе говоря, если рассматривать две бесконечно близкие точки

(Ми Мг), (М[, М2) пространства Е, то квадрат расстояния этих

двух точек по определению равен сумме квадрата расстояния то-

точек Л!,, М\ пространства Ё1 и квадрата расстояния точек М2,
М2 пространства Е%у

Если выбрать в ?, систему координат и1 (i = 1, 2, . .
., пх)

и в Е2 систему координат t^(a= 1, 2, . .
., п2),то всякая точка

пространства Е определяется п^+щ координатами и1, if-. Точ-

Точку Ж, из Ег можно назвать проекцией точки (Mlt 7И2) из Е.

на пространс.тво Ех и точку М2 из Е2 — ее проекцией на про-

пространство Е2, Если фундаментальныеформы пространств Ех пЕ2
будут соответственно

T«f> (v)

то фундаментальная форма пространства Ё будет суммой

gti (u) duldu>

180. Приводимые и неприводимые симметрические ри-
мановы пространства. Если рассмотреть соприкасающееся евк-

евклидово пространство в точке Mi пространства Ех и соприкасакь
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щееся евклидово пространство в точкеМ2 из Ег, то евклидово про-
пространство, являющееся топологическим произведением этих двух

евклидовых пространств, будет соприкасающимся к пространству
Е в точке (Mlt М2), где Мг и М2 — ее проекции на Е± и Я2. От-
Отсюда следует, что абсолютный дифференциал переменного век-

вектора пространства Е допускает проекциями на Ег и на Е2 абсолют-
абсолютные дифференциалы соответствующих проекций этого вектора.

Если вдоль линии (С) пространства Е абсолютный диф-
дифференциал единичного касательного вектора равен нулю, т. е.

линия (С) — геодезическая, то проекция (Сг) линии (С) на Ех
будет геодезической пространства Ех и проекция (С2) на Е2 бу-
будет геодезической для Ё2. Более того, две равные дуги линии (С)
проектируются равными дугами линии (Q). Отсюда легко полу-
получается, что если симметрия относительно точки (Ох, 02) простран-
пространства Е является изометрией, то то же будет в пространстве Е1 с сим-

симметрией относительно точки Ог и в пространстве Е2 С симметрией
относительно точки О2 и наоборот.

Теорема. Чтобы топологическое произведение двух рима-
новых пространств было симметрическим, необходимо и достаточ-
достаточно, чтобы каждое из этих двух пространств было симметри-
симметрическим.

Определение. Симметрическое пространство называет-

называется приводимым или неприводимым в зависимости от того, можно

или нельзя рассматривать его как топологическое произведение
двух других римановых пространств.

Пространство постоянной ненулевой кривизны — неприводи-
неприводимое симметрическое пространство. Действительно, предположим,
что оно приводимо и выберем в каждом из слагаемых пространств
систему нормальных координат, именно:

первые пх координат xl (i = 1, . .
., «i),

вторые Па координат х* (а = n2+ 1 щ+ я2).
Ясно, что формы со" равны нулю и, следовательно, также

в силу B7.11) формы 2?, между тем это невозможно, ибо в силу

A7.1)

181. Постоянная кривизна второго рода неприводимых
симметрических пространств. Докажем теперь теорему, кото-

которая сводит отыскание симметрических пространств к изысканию

симметрических пространств с постоянной римановой кривизной
второго рода.

Теорема. Всякое неприводимое симметрическое простран-
пространство имеет постоянную кривизну второго рода.

Напомним (п. 102), что пространство постоянной кривизны
второго рода является пространством, кривизна которого одна
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и та же во всех направлениях (я — 1)-мерной размерности, или

еще, у которой свернутый тензор Риччи равен произведению по-

постоянной на фундаментальный тензор.
Присоединим к точке О пространства прямоугольный репер

(Ro), так чтобы все компоненты тензора Риччи равнялись нулю,
кроме Ян, #22, . .

., Rnn.
Потребуем, чтобы абсолютные дифференциалы компонентов

тензора были равны нулю; мы получим, например, для R

Ri2<»\ + Rirt = о,
ИЛИ

Следовательно, форма ю? равна нулю, если Ru Ф Rw. Пред-
Предположим, что я компонент Rllt R22,. .

., Rnn не равны все между
собой, например, Rn= R2i= . . .

= Rpp, последующие Rp+1, j,+1
..., Rnn не равны первым. Обозначая латинскими буквами I, /,...
.первые р указателей, а греческими а, р, . . . —все я — р осталь-

остальных, получим

«J = 0 (* = 1 р; • а = р + 1, . . .
, п).

Рассмотрим теперь систему нормальных координат, опреде-
определенных начальным репером (Ro). Основные дифференциальные
уравнения B7.11) показывают, что компоненты RiXt pq тензора Ри-
мана — Кристо4хреля все равны нулю, будут ли индексы р, q
латинскими или греческими; отсюда легко получается, что только

те компоненты этого тензора не равны нулю, у которых все ин-

индексы только латинские или только греческие; но тогда уравнения
B7.11) можно разбить на две группы: первая, в уравнениях ко-

которой встречаются только латинские индексы, и вторая, в урав-
уравнениях которой будут только греческие индексы. Квадратичная
форма

(ш1J + (ш2J + .. . + (шрJ

содержит только переменные х1, х2, . .
.,

хР и их дифференциалы,
а квадратичная форма

только переменные хр+1 х" и их дифференциалы.
Пространство приводимо, что противоречит допущению.,Сле-

допущению.,Следовательно, надо положить все Ru, #22,..., Rnn равными между
собой, а в таком случае пространство будет постоянной кривизны
второго рода.

Замечание. Обратная теорема, вообще говоря, не имеет

места: симметрическое риманово пространство постоянной

кривизны второго рода не обязательно приводимо, что по-

показывает простой пример евклидова пространства.
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ГЛАВА XXIX

ГРУППЫ ТВЕРДЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В РИМАНОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ

182. Общие соображения. Мы уже говорили о движениях про-
пространства постоянной кривизны и симметрических пространств.
Напомним, что твердое перемещение, или, короче, перемещение
в римановом пространстве, является точечным преобразованием,
которое сохраняет расстояние двух произвольных инфинитези-
мально близких точек или которое оставляет инвариантной фун-
фундаментальную форму пространства.

Перемещение сохраняет длину дуги произвольной кривой,
площадь части поверхности и т. д. Мы знаем также, что оно со-

сохраняет риманову кривизну в точке по заданному плоскому на-

направлению и т. д.

Мы займемся, в частности, непрерывными группами движений.

Непрерывное семейство (связное) перемещений образует группу,
если вместе с одним перемещением оно содержит перемещение об-

обратное и если вместе с двумя перемещениями оно содержит пе-

перемещение результирующее, в каком бы порядке ни выполнялись

эти перемещения *. Всякая непрерывная группа перемещений
зависит от некоторого числа параметров (порядок группы).
Мы видели (п. 177), как можно определить порядок наибольшей

группы движений в симметрическом пространстве.
Можно поставить относительно групп движений две главные

проблемы, именно:
'

Проблема 1. Определить группы преобразований, способ-
способные представлять аналитически группу движений риманова
пространства и определить для каждой из этих групп соответ-

соответствующие римановы пространства.

* Всякое непрерывное семейство перемещений образует группу, если оно
не содержится в непрерывном семействе, более обширном»
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Проблема II. При заданном римановом пространстве
определить все его твердые перемещения.
Мы будем заниматься сейчас только первой проблемой; вто-

вторая, интимно связанная с теорией наложения двух римановых
пространств, будет рассмотрена ниже.

183. Общие требования регулярности. Группы, которые мы

будем рассматривать, будут подчинены некоторым аналитическим

условиям, которые характеризуют группы Ли. Эти условия сле-

следующие:

координаты (и1') точки, полученной из точки (и1) преобразова-
преобразованием группы, допускают непрерывные частные производные двух
первых порядков по отношению к координатам и1 и параметрам
ak (все (и1)' суть функции класса С2 относительно аргументов и'

и ak).
Мы ограничимся в дальнейшем только теми заменами коор-

координат, для которых новые координаты будут функциями класса С2
относительно старых.

Компоненты g(j фундаментального тензора тоже предпола-
предполагаются класса С , может случиться, что символы Кристоффеля
и компоненты римановой кривизны будут предполагаться клас-

класса О>, где р > 2.

Это повлечет дополнительные ограничения для g(j-.
184. Транзитивные и интранзитивные группы. Траектории.

Группа G твердых перемещений называется транзитивной,
если существует, по крайней мере, одно перемещение, переводя-
переводящее произвольно заданную точку М в совпадение с другой произ-
произвольно заданной точкой М'. В противном случае группа назы-

называется интранзитивной.
Группа называется просто транзитивной, если перемещение,

которое переводит точку М в точку М\ единственное, в против-
противном случае — кратно транзитивной.

Траекторией группы G движений называется многообразие,
являющееся геометрическим местом точек, преобразованных дви-
движениями группы из одной данной точки. Всякая траектория S

группы может рассматриваться как происходящая из переме-
перемещений группы, приложенных к какой-нибудь одной из ее точек.

Всякая траектория 2, если ее рассматривать как риманово
пространство, фундаментальная форма которого индуцирована
наличием этой формы в заданном пространстве, допускает для са-

самой себя группу движений G, которая с этой точки зрения будет
транзитивной. Пусть р < п — размерность траекторий. Если

группа G порядка р, то она оперирует на 2 как просто транзи-
транзитивная; если порядок группы больше р, как группа кратно
транзитивная. В частности, дляр=1 траектории будут линиями,

группа G необходимо однопараметрическая, ибо- наибольшая
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связная группа твердых перемещении линии дается уравнением

где и — криволинейная абсцисса, отсчитываемая от фиксирован-
фиксированной точки.

Если группа движений G интранзитивная, то заданное

пространство порождается семейством траекторий 2 группы;
через каждую точку простраиства проходит траектория"и только

одна, и эти траектории зависят от п — р параметров, если траек-
траектории размерности р. Эти п-—р .параметров можно рассматри-
рассматривать как составляющие п — р координат произвольной точки

пространства. Чтобы выделить затем отдельные точки траекто-
траектории, надо ввести еще р других координат.

185. Реперы, присвоенные группе движений. Мы можем при-
приложить метод подвижного репера, присоединяя к каждой точке

пространства декартов репер или даже целое семейство декарто-
декартовых реперов. При заданной траектории 2 мы присоединим к не-

некоторой отдельной точке А траектории 2 частный декартов репер
(Ra) и будем рассматривать все реперы, полученные из (Ra) твер-
твердыми перемещениями группы. Это имеет смысл, ибо всякое то-

точечное преобразование пространства одновременно с преобра-
преобразованием точки М в точку М' преобразует определенным об-

образом
* всякий вектор, исходящий из точки М, в вектор, исходя-

исходящий из точки М'. Если преобразование будет твердым переме-
перемещением, оно сохраняет длину векторов, скалярное произведение
двух векторов и т. д.

Следовательно, преобразование репера (RM) с вершиной в

М дает репер (Rm-) с вершиной в М', базисные векторы которого
имеют те же взаимные скалярные произведения, что и базисные

векторы репера (RM), иначе говоря, реперы (RM) и (Rw) равны.
Все семейство реперов, полученное этим способом, называется

присвоенным к рассматриваемой группе движений.
Предыдущие замечания приводят непосредственно к теореме.

Теорема I. Компоненты g{J фундаментального тензора, от-
отнесенные к семейству реперов, присвоенных группе движений О
пространства, являются инвариантами относительно этой

группы.
Если эта группа транзитивна, то это будут абсолютные кон-

константы; если группа интранзитивна, они зависят только от п — р
параметров, которые определяют отдельные траектории в семей-
семействе траекторий группы.

* Компоненты вектора, отнесенные к натуральным реперам, присоединен-
присоединенным к выбранным координатам, преобразуются как дифференциалы коорди-
координат в силу рассматриваемого точечного преобразования.
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186. Инвариантные формы группы твердых перемещений.
Имеется другая аналогичная теорема относительно форм сог, <л{,
которые определяют относительное положение двух инфините-
инфинитезимально близких реперов. Действительно, пусть (RM) и (Rm')—
два инфинитезимально близких репера из семейств присоединен-
присоединенных к двум инфинитезимально близким точкам М, М ; движение
группы преобразует их в два других репера (Rn), (Rn-)- Фигура,
образованная парой (Rn), (Rn'), очевидно, равна фигуре, образо-
образованной реперами (Rm), (Rm-)*; имеем, следовательно, теорему:

Теорема II. Формы со', со{, определяющие структуру про-
пространства, отнесенного к семейству реперов, присвоенных группе
перемещений G пространства, инвариантны относительно этой

группы.

Докажем еще последнюю теорему относительно того случая,

когда траектории преобразуются группой G просто транзитив-
но. К каждой точке пространства тогда присоединен только один

репер и формы со' будут определенными линейными комбина-
комбинациями форм со1:

«,/ = T./fc«,*. B9.1)

Теорема III. Коэффициенты уЛ (обобщенные символы

Кристоффеля) инвариантны относительно группы перемещений,
если порядок этой группы равен размерности траекторий группы.
Эт,а теорема в действительности—непосредственное следствие

соотношений B9.1) и инвариантности форм со6 исо{.
Та же теорема прилагается к символам ту* так же, как к ком-

компонентам тензора римановой кривизны (тензора Римана — Кри-
Кристоффеля).

В этой главе мы пользовались косоугольным репером. В не-

некоторых задачах бывает удобно пользоваться ортогональными ре-
реперами, но бывают другие, где предпочтительно" оставить наи-

наибольший произвол в выборе реперов, присвоенных группе.
187. Римановы пространства, допускающие просто тран-

транзитивную группу движений. В силу соотношений, полученных
выше, мы видим, и это будет ниже доказано (п. 197), что отыска-

отыскание римановых пространств, допускающих группу движений, по

существу сводится к отысканию тех пространств, которые пре-

41 Компоненты со' относительно репера (Rм) бесконечно малого вектора ММ'

равны компонентам (at1)' относительно репера (R^) бесконечно малого вектора

NN'; далее, величины со/, которые определяют компоненты относительно (R^)
векторов базиса (RM.) равны аналогичным величинам (со|)'.
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образуются этой группой транзитивно. Поэтому мы будем пред-
предполагать сначала группу просто транзитивной.

Используем систему реперов, присвоенную группе G, с ин-

инвариантными относительно группы формами©' ию(, из которых
первые п линейно независимы. Будем искать, каким условиям
должны удовлетворять эти формы, чтобы пространство допускало
просто транзитивную группу движений.

Перемещения группы О, если они существуют, будут полу-
получаться интегрированием уравнений в полных дифференциалах

т'(и'; du') = w'(u; du), B9.2)

где (и1)'— неизвестные функции от и'. Поскольку должно сущест-
существовать решение такое, что заданным значениям и1 соответству-
соответствуют заданные значения (и1)', система будет вполне интегрируема.
Можно прямо найти необходимые условия, чтобы это так было.

Образуем внешние дифференциалы da/ форм ю*, которые мы вы-

выразим как внешние квадратичные формы относительно

ш1, ша,..., ш":

(<W = —О- <29-3)

Группа G, оставляющая инвариантными формы со' и, следо-

следовательно, их внешние дифференциалы dco?, оставляет инвариант-
инвариантными и коэффициенты С[Ыф поскольку группа G транзитивна, эти

коэффициенты будут постоянными.

Теорема I. Формыа* относительно системы реперов, при-
присвоенных просто транзитивной группе движений, удовлетворяют
соотношениям B9.3), где коэффициенты (\щ постоянны.

188. Просто транзитивная группа преобразований как

группа движений. Эта теорема имеет важное дополнение.

Теорема II. Всякая просто транзитивная группа преобра-
преобразований с п переменными может рассматриваться как просто
транзитивная группа движений риманова пространства п изме-

измерений *.
Пусть, действительно,

(ы<)' = /'("; а) (* = 1,2, ...гп) B9.4)

конечные уравнения преобразований группы, где мы предпола-
предполагаем функции f класса С2 относительно обеих серий аргументов.

* Эта теорема разрешает в той мере, в какой это касается просто тран-
транзитивных групп, первую часть проблемы I, или скорее приводит ее к изысканию

просто транзитивных групп, что целиком относится к теории групп.
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Рассмотрим и1 как координаты точки в пространстве я изме-

измерений. Пусть О — фиксированная точка с координатами ((/') »

нМ — произвольная точка с координатами и'; существует пре-
преобразование Та группы, переводящее точку М в точку О и пара-
параметры а* этого преобразования получаются разрешением уравне-
уравнений B9.4), где левые части заменены постоянными (?/')<>. Пусть
теперь М'— точка с координатами (и1)' и Ть— преобразование
группы G, переводящее точку М' в точку О, с параметрами в bk,
получаемыми аналогично предыдущим. Можно перейти из точки

М в точку ЛГ, выполняя сначала преобразование 1\, которое пе-

переводит точку М в точку О, затем преобразование Ть~х, обратное
преобразованию Ть, которое переводит точку О в точку М'; пусть

результирующее преобразование. Пусть теперь (и' + dul) —

координаты точки Mi, инфинитезимально близкой к точке М, в

М\ —точка, инфинитезимально близкая к М', которая получает-
получается из Мг преобразованием Тс; пусть, наконец, Ох—точка, инфи-
инфинитезимально близкая точке О, с координатами (?ЛH+ (dU1)^
которая получается из Мг преобразованием Та; она должна полу-

получиться из МI преобразованием Ть. Имеем, следовательно, соот-

соотношения

Заменим в производных
' ^и'а'

параметры а1, а2, . .
.,
а" их

ди*

значениями в функциях и*, проделаем тоже самое с производными
' ^ '

¦
. Приходим таким образом к соотношениям вида

т'(и; du) = 0^A1', du'), B9.5)

откуда следует следующая лемма, которая является основной тео-

теоремой в теории групп.
Лемма. Всякая просто транзитивная группа может быть

определена как множество преобразований, оставляющих инвари-
инвариантными п линейно независимых дифференциальных форм
й)'(ы; du).

Формы со* линейно независимы, потому что определитель из

коэффициентов при da* в этих формах является функциональным
определителем функций fl относительно переменных ы*, и этот

определитель равняется единице для тождественного преобразова-
преобразования группы.
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Преобразования, оставляющие инвариантными формы со'

не могут зависеть более чем от п параметров, ибо уравнения

B9.5) могут допускать только одно решение, сопоставляющее дан-
данным значениям и1 заданные значения (а1)'.

189. Построение риманова пространства, соответствую-
соответствующего данной группе преобразований. Предыдущая лемма

доказывает теорему II. Действительно, рассматриваемая группа,
оставляющая инвариантными формы©', оставляет инвариантными
все квадратичные дифференциальные формы

с постоянными коэффициентами gtJ. С другой стороны, форма
^Гусоги;/определяет n-мерное риманово пространство с единственным

условием, чтобы коэффициентыgy были выбраны так, чтобы фор-.
ма была положительно определенная.

Важно заметить, что при вариации выбора постоянных значе-

значений коэффициентов gtj- получаемые римановы пространства, вооб-
вообще говоря, не будут наложимы друг на друга. Однако существует
очень частный случай, когда получается одно и то же риманово

пространство, это тот случай, когда все константы см—нули.
Все формы <а1 тогда будут точными дифференциалами, которые
можно предположить равными dul и все соответствующие фунда-
фундаментальные формы — с постоянными коэффициентами. Все полу-
получаемые пространства

— локально евклидовы и группа G ¦—

груцпа переносов в них.

190. Постоянные структуры. Уравнения структуры. По-

Постоянные См называются постоянными структуры группы G.

Действительно, они определяют структуру или закон композиции
преобразований групп в том смысле, что, если рассматривать
две просто транзитивные группы с одними и теми же постоян-

постоянными структуры, то эти две группы будут подобны, т. е. могут рас-
рассматриваться как осуществляющие те же самые геометрические
преобразования в пространстве, где произведена замена коор-
координат. Действительно, пусть п независимых линейных дифферен-
дифференциальных форм (о'(у, dv) удовлетворяют тем же соотношениям

B9.3)

Уравнения

ш' (v, dv) = со' (и, du) A=1,2,.,., п), B9.6)

где переменные v1 рассматриваются как неизвестные функции
деременных и1, образуют вполне интегрируемую систему.
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Действительно, полагая

ш< — ш' = 6'",

имеем тождества

или

№з 0 (mode1, б2, ...
, 6»),

что показывает полную интегрируемость системы.

Всякое решение уравнений B9.6) можно рассматривать как оп-

определяющее замену переменных в пространстве и1, и згой заменой

координат множество преобразований, которые оставляли неиз-

неизменным формы ш1, переходит во множество преобразований, со-

сохраняющих формы со'. Следовательно, имеется одна и та же груп-
группа, оперирующая в одном и том же пространстве, но с различны-
различными аналитическими представлениями.

191. Пространство группы. Добавим, что всякое риманово
пространство, допускающее просто транзитивную группу дви-
движений G, может рассматриваться как пространство, представ'
ляющее группу в том смысле, что всякое преобразование группы
может быть представлено точкой М, в которую это преобразова-
преобразование перевело начальную точку О, выбранную раз навсегда.

Произведение преобразования, представляемого точкой М, на

преобразование, представляемое точкой Л (первое преобразование
выполняется в первую очередь), представлено точкой М', куда пе-

переведена точка М перемещением, которое переводит О в Л, что

можно выразить символически посредством соотношения

Это соотношение определяет, следовательно, одновременно, если

рассматривать Л как фиксированную точку, операцию (переме-
(перемещение), выполняемую над точками М пространства, и опера-
операцию, выполняемую над преобразованиями Тм группы.

192. Замена инвариантных форм просто транзитив-
транзитивной группы. Очевидно возможно, не меняя просто транзитивной
группы G, заменить формы©' другими п формами, независимыми

линейными комбинациями с постоянными коэффициентами из пер-
первоначальных: геометрически это сводится к тому, что в каком-то

из римановых пространств, допускающих группу G как группу
перемещений, надо изменить репер, приложенный к одной из.

точек О на совершенно другой репер. Рассматриваемая замена

меняет значения констант с^. Эти константы играют здесь роль
компонентов трехиндексногр тензора, антисимметрического по»
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двум первым индексам. Этот тензор определяет структуру груп-
группы, а не отдельные компоненты.

193. Зависимости между структурными константами.

Можно поставить вопрос, существуют ли просто транзитивные
группы с произвольными постоянными структуры. Таких групп
нет. Внешнее дифференцирование уравнений B9.3) дает

CjJ [dakah] = 0, или ck^cmlc [ю*сойсог] == 0.

Объединяя члены, содержащие произведения [ю*ю*(й'], получаем
квадратичные соотношения

^m'+ ^rcj + c^cj =0 (i,k,h,l=l,...,n)t B9.7)

Эти соотношения классические в теории групп. Мы увидим, что

если они удовлетворены, то существует система п линейно неза-

независимых дифференциальных форм со' (и, du), удовлетворяющих
соотношениям B9.3).

194. Канонические координаты в римановом простран-
пространстве, допускающем просто транзитивную группу твердых
перемещений. Канонические координаты, которые мы сейчас вве-

введем, аналогичны нормальным координатам Римана, но отличны

от них. Они тесно связаны с каноническими параметрами теории
конечных и непрерывных групп Ли.

Предположим, что к различным точкам пространства присое-
присоединена система реперов, присвоенных группе. Пусть О — точка

пространства и а1, а2, . . .,
а" — направляющие параметры отно-

относительно репера (Ro) в точке О некоторого направления, исхо-

исходящего из этой точки. Рассмотрим непрерывное семейство точек

М и, следовательно, реперов (Rm), определяемое дифференциаль-
дифференциальными уравнениями,

со' (и; du) = aldt, B9.8)

где t — независимая переменная, с начальными условиями и1 =
== (и')о Для t = 0 [эти (и{H будут координатами точки О]; Точка
М опишет линию (С), выходящую из точки О с касательной, опре-
определяемой в каждой точке направляющими параметрами а1, а2, : .

.
..,

а" относительно репера (Rm); линейный элемент, касательный
в точке М к кривой (С), получается из линейного элемента, ка-

касательного в точке О, перемещением группы G, которое перево-
переводит О в М. Все эти перемещения, которые переводят точку О

в различные точки М кривой (С), образуют группу. Действитель-
Действительно, рассмотрим фигуру, образованную инфинитезимально близ-

близкими реперами (RM), (Rmi)> где М и М\—две точки линии (С)
с параметрами t и t + s, и фигуру, образованную реперами (Rn),
(Rn), tr&N и Nt— две точки кривой (С) с параметрами /', t'+u
с тем же самым бесконечно малым е. Эти две фигуры равны между
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собой в силу попарного равенства форм а1, ш{ этих двух фигур.
Твердое перемещение, переводящее М в N, переводит Mi в Ni и,
шаг за шагом, точку с параметром t + h в точку с параметром
t'+ h. Это перемещение, впрочем, то самое, которое переводит
точку О в точку линии (С) с параметром f — t; оно заставляет

линию (С) скользить по самой себе. Уравнение, которое опреде-
определяет преобразование этой однопараметрической группы, остав-

оставляющей фиксированными формы aldt, т. е. форму dt, будет просто
i"=*+const. Мы видим, что вся группа G допускает бесконечное
множество однопараметрических подгрупп, каждая из которых
соответствует некоторому выбору направляющих параметров
а1. Линии (С) будут траекториями этих подгрупп.

Можно добавить, что линии (С) не произвольны; каждая
из них имеет постоянными все свои кривизны. Линии (С) развер-
развертываются на касательное евклидово пространство в одной из

своих точек на прямые или окружности, если п — 2, и на пря-
прямые окружности или винтовые линии круглого цилиндра, если

п = 3.

Ясно, что точка кривой (С), определяемая п + 1 координатой
в излишнем числе а1, а2 a", t, зависит в действительности
только от п произведений alt, aH, . , ., ant, поскольку дифферен-
дифференциальные уравнения B9.5) можно написать в виде:

Величины х? = аЧ будут каноническими параметрами твердых
перемещений, которые переводят точку О в точку М с параметром
t на линии (С) с параметрами а1, а2, . .

.,
а". Это канонические

координаты точки М риманова пространства.
Всякая точка пространства, достаточно близкая к точке О,

допускает определенные канонические координаты, но нельзя

быть уверенным', что так будет для всякой точки пространства *,
и можно дать примеры, когда действительно этого нельзя сделать.

195. Инвариантные формы группы в канонических ко-

координатах. Можно определить, каковы будут выражения форм
ftV

, когда введены канонические координаты; эти выражения,

впрочем, не зависят от точки О, выбранной за начальную точку.
Введем снова координаты а1 , t в излишнем числе; переме-

перемещаясь вдоль линии (С) (da' = 0), имеем of = a'dt. Положим

й>< =* aldt + u'(t, a'; da1); B9.9)

формы со* равны нулю для t = 0, ибо, если зафиксировать t и

* Иначе говоря, нельзя быть уверенным, что всякую точку пространства
можно получить из точки О преобразованием однопараметрнческой иодгруппы
всей группы.
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фиксированное значение t равно нулю, то репер (#о) не меняется

и формы ©? обращаются в нуль. Выделим теперь в уравнениях

B9.3)

da*1 = cj(ft [со*й)л],

где формы со' заменены их выражениями B9.9), члены, содержа-

содержащие dt. Находим

[daldt] +\dt —1 = clkha

откуда

-^- = da1 + cLa*fi>*. B9.10)

Имеем, таким образом, для определения форм©2, обращающихся
в нуль для t = 0, систему обыкновенных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами (все а* и dak следует
рассматривать как постоянные параметры).

Формы со* будут, следовательно, линейными комбинациями из

dak, коэффициенты которых будут целыми функциями от а1, а2, . .

...,
а". Это, между прочим, доказывает теорема п. 190, в силу кото-

которой две просто транзитивные группы, имеющие одни и те же струк-

структурные константы, подобны.
Если в формах ©г заменить переменное t на 1 и аргументы

а1, а2, . .
.,

а" через х1, х2, . .
., хп, то получим формы ю* (x,dx),

выраженные в канонических координатах. Коэффициенты при
дифференциалах dxk в этих формах будут- целыми функциями пе-

переменных х1, х2, . . .
,
хп. Риманово пространство, допускающее

просто транзитивную группу твердых перемещений, становится,

следовательно, аналитическим пространством, когда туда вве-

введем канонические координаты; В.действительности, это можно

утверждать только для достаточно, малой области v0, охватываю-

охватывающей начальную точку О, ту, в которой определитель из коэффи-
коэффициентов при dxk в формах ю* отличен от нуля, но доказывается,

что можно покрыть все пространство окрестностями, .налагающи-
.налагающимися одна на другую, в каждой из которых можно ввести такие

координаты, что фундаментальная форма станет аналитической.
Чтобы дать понятие о направляющей идее доказательства, до-
достаточно заметить, что если А — точка окрестности v0, например
близкой к границе v0, то надо только приложить к окрестности
vo твердое перемещение Т, которое переведет точку О в точку А;
получится некоторая окрестность v^ точки А, в которой введется

следующая новая система координат: каждой точке М области
на присваиваются в качестве новых координат канонические коор-
координаты точки v0, которую перемещение Т переведет в точку М.
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196. Канонические и нормальные координаты. Существует
большая аналогия между каноническими координатами и нор-
нормальными координатами Римана, но нет полного тождества.

Можно поставить задачу: определить, в каком случае канониче-

канонические координаты будут нормальными. Очевидно, для этого необ-

необходимо и достаточно, чтобы траектории (С) однопараметрических
подгрупп данной группы были геодезическими пространства,
но, перемещаясь вдоль траектории с параметрами а' , имеем:

чтобы траектория была геодезической, необходимо и достаточно,
чтобы квадратичная форма ?Да' ан была тождественным нулем,
т. е. коэффициенты ft*ft (a следовательно, тшО были антисиммет-

антисимметричны относительно крайних индексов.
Мы имеем

Тй л Та k
~

ьк л> .

откуда

поскольку формы со' антисимметричны по двум индексам.

Ковариантные компоненты сиа тензора структуры cat, уже
антисимметричные по двум первым индексам, будут антисим-

антисимметричны и по крайним индексам, откуда легко следует, что

тензор с*// является тривектором. В этом случае

»H-fC*/<B*- B9.11)

Обратно, если тензор с^} — тривектор, то разность

Ikih Ihlk ~ СШ

меняет знак при перестановке индексов k и i, а с другой стороны
поскольку 7«а антисимметричен по двум первым индексам, то

имеем

"tkih Ihlk + Tikh Ihki = 0

следовательно, имеем косую симметрию по крайним индексам.

Теорема. Чтобы канонические координаты пространства,
допускающие просто транзитивную группу движений, были-нор'
мольными координатами Римана, необходимо и достаточно,
чтобы тензор с*}} был тривектором.

294



197. Общие интранзитивные группы движений. Теперь мы
покажем, что изыскание групп преобразований, допускающих ин-

тепретацию, как интранзитивные группы движений в римановом
пространстве, сводится к такой же задаче для транзитивных
групп. Для этого достаточно доказать, что если в JV-мерном рима-
римановом пространстве траектории интранзитивной группы движе-
движений имеют размерность л, то всегда можно выбрать систему коор-
координат так, чтобы п первых координат преобразовывались между
собой преобразованиями группы, a h = N — п других были ин-

инвариантными относительно этой группы.
Обозначим через и1, и2, . .'., инпараметры, определяющие

траекторию внутри их семейства. Отправимся от некоторой тра-
траектории 20 и некоторой точки О этой траектории. Рассмотрим
геодезическое многообразие в точке О, образованное геодезиче-

геодезическими, нормальными к 20 и выходящими из точки О: это много-

многообразие Vh размерности п. Возьмем h касательных векторов в точ-

точке О к этому многообразию таких, чтобы координаты точки М,
инфинитезимально близкой к точке О в Vh, рассматриваемые по

отношению к этим h векторам, взятым как векторы базиса декар-
декартова репера, касательного к многообразию Vh, были du1, йи%?. .

. . ., duh. При всем перемещении пространства, оставляющем не-

неподвижной точку О, компоненты du1, du2, . . .,
duh остаются

фиксированными, следовательно, h векторов базиса все остаются

фиксированными, а поскольку они линейно независимы, прихо-
приходим к теореме.

Теорема. Всякий вектор, выходящий из пинки О и нормаль*
ный к траектории 20 будет инвариантом при всем перемещении
группы G, сохраняющем, неподвижной точку О.

198. Выбор репера. Произвольное перемещение,, переводящее
точку О траекторий 20 в точку Л той же траектории, переведет
многообразие Vh, исходящее из точки О, в другое многообразие
Vh, исходящее из точки А, которое будет геометрическим
местом геодезических, выходящих из точки А нормально
к траектории 20. Все эти многообразия Уд заполняют все про-
пространство, по крайней мере, в достаточно малой окрестности тра-
траектории 20, и позволяют выбрать реперы в различных точках

пространства. Для этого достаточно ввести на 20 систему коор-
координат х1, х2, . . ., хп и присоединить по условию к точкам много-

многообразия Vh, выходящего из точки А траектории 20, сначала

координаты х1, х2,,.., *"точки А, затем координаты и1, и2, .,'.>*
траектории, на которой рассматриваемая .точка лежит.

Далее координаты х1, х2,...,^ произвольной точки простран1
ства преобразуются между собой группойG в той мере, в какой она

оперирует над точками 20.
Теорема. Если задано риманово пространство размерности
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л -f- ft, преобразуемое группой-движений, траектории которой
размерности п , то всегда можно выбрать систему координат
х1, хй, . . .,хп, и1.. ., ыЛ так, чтобып первых координат преобра-
преобразовывались транзитивно между собой, a h последующих оставались

инвариантными *.
199. Отыскание групп движений. Из предыдущей теоремы

следует, что отыскание групп, которые можно рассматривать
как группы движений риманова пространства, сводится к отыс-

отысканию групп, которые можно рассматривать как транзитивные
группы движений. К уравнениям такой группы, допустим с п

переменными, достаточно добавить уравнения, в произвольном
-здсле h, выражающие, что h новых переменных будут инвариан-
инвариантами группы.

Первая часть проблемы I, таким образом, будет разрешена,
если она будет решена для транзитивных групп движений.

Отыскание римановых пространств, допускающих группу
Движений; которые могут быть аналитически представлены за-

заданной группой, тоже может быть решена. Действительно, пусть
G ¦=— транзитивная группа движений п-мерного пространства и

?.-^соответствующая стационарная подгруппа. Группа g, кото-

которая оперирует над формами ©i, ©г, ...,©„ как ортогональная
группа оставляет, инвариантными v линейно независимых ком-

комбинаций с постоянными коэффициентами из форм щ, например

форм ®Л-^ 1,..., ©„и, сверх того, / Квадратичных форм ср i, <р«,..., <р/
относительно независимых©!, ©2, . . .,©„_, с постоянными коэф-
-фициевтями. Тогда наиболее общее выражение основной формы,
инвариантной, относительно группы G, будет •

ds2 - А1 {и) cPl-(и)+ .";.¦+ А,(и) ср,(©) "+•
"•

. ¦-+• W К-,+1... .-, ©„, du\ du\ .. . duh)

где 47—квадратичная форма, коэффициенты которой зависят

только от параметров и1, и2,..., ил^Конечно, надо предполагать,
что А\,'Аг, ... .-, At и коэффициенты квадратичной формы V —

.такие функции и1, ы2,,".., ыЛ, что форма ds2 является положитель-

.но определенной. , . .

200. Геодезические и вполне геодезические многообразия.
Многообразия Vh(x), являющиеся геометрическим местом точек,

яервые п координат х которых фиксированы,..будут геодезичё-

скими многообразиями, в точке, где они орТ9ГОНально пересе-
''!• * -В-теорий структуры групп эти Свойствй групп'двикений римановых

пространств выражается, когда говорят, что эти группы не имеют сущеатен-
*х инвариантов. . Как пример группы, допускающей существенные инвари-

инварианты, можно привести гр_утшу с двумя переменными х, у и двумя .парамет-

.параметрами а"/7>У определяемую уравнениями

;„, ¦...•.-,
.,

х'. = x-k-ay + b,. л)'-~ у,
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кают траекторию 20. Но они не будут вообще вполне геодезиче-

геодезическими и не пересекают ортогонально остальные траектории 2.
Если же рассмотреть многообразия У,+л, порожденные гео-

геодезическими, исходящими из точки О траектории 20, касатель-

касательные векторы которых в точке О будут инвариантами стационар-
стационарной подгруппы в точке О, т. е. инвариантами подгруппы g враще-
вращений твердого тела около точки О, то это многообразие будет впол-

вполне геодезическим; оно будет, следовательно, в каждой своей точке

порождаться геодезическими, проходящими через эту точку, ин-

инвариантными относительно группы вращений твердого тела около-
этой точки, которая совпадает с группой g; многообразие У,+а
будет, следовательно, содержать все геодезические, нормальные
в этой точке к траектории 2, которая ее содержит, значит много-

многообразие У.+ft будет пересекать ортогонально траекторию 2.

Теорема. Если через точку пространства провести много-

многообразие Vy+h порожденное геодезическими, инвариантными отно-

относительно группы вращений около этой точки, то это многообра-
многообразие будет вполне геодезическим и будет ортогонально пересекать
все траектории группы движений.

201. Стационарная подгруппа, не оставляющая инвари-
инвариантным ни одного касательного направления. В случае,
когда траектории преобразуются индивидуально просто транзи-
транзитивной группой, имеем v = п, и многообразие У,+л совпадает со

всем пространством, многообразия Vh вообще не будут вполне

геодезическими.
Если же, наоборот, v = 0, т. е. если подгруппа твердых вра-

вращений около точки не оставляет инвариантным ни одного каса-

касательного вектора в точке к траектории, которая ее содержит, то

F,+ft совпадает с Vh. Имеем теорему:
Теорема. Если стационарная подгруппа некоторой точки

пространства не оставляет инвариантным ни одного направле-
направления, касательного в этой точке к траектории, которая через нее

проходит, то многообразия Vn, порожденные геодезическими, нор-
нормальными в этой точке к некоторой траектории, будут вполне

геодезическими и пересекают ортогонально все траектории.
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пространства постоянной кривизны A50). 98. Определение тензора Римаиа —

Кристоффеля по римановои кривизне, заданной для всех плоских направле-
направлений A51). 99. Изотропное л-мерное пространство A53). 100. Кривизна по двум

различным двумерным плоским направлениям A53). Ю1. Риманова кривизна в

направлении произвольного числа измерений A54). 102. Тензор Риччи. Квад-

Квадрика Эйнштейна A54).

Глава XVII. Пространства постоянной кривизны

103. Конгруэнтность пространств одной и той же постоянной кривизны
A56). 104. Существование пространств постоянной кривизны A58). 105. Дока-
Доказательство Шура A59). 106. Построенное решение удовлетворяет системе A61)-

Глава XVIII. Геометрическое..иостроение -пространства постоянной
кривизны

107. Пространство постоянной положительной кривизны A65). 108. Ото-
Отображение на проективное n-мерное пространство A67). 109. Гиперболическое
пространство A68). ПО. Представление векторов в гиперболической геометрии
A69). 111. Геодезические линии в римановом пространстве A70). 112. Псевдо-
эквишлентные векторы; псевдопараллелизм A71). 113. Геодезические в про-

пространствах постоянной кривизны A73). .114. Мероопределение Кэли A75).

Г. ТЕОРИЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ЛИНИЙ

Глава ЯУАТ.'Вариацнонные задачи на геодезические линии

. 115. Поле геодезических A77). 116. Стационарность длины дуги геодези-
геодезической в семействе линнй> соединяющих две данные точки A77). 117- Первая
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вариация длины дуги геодезической A79) 118. Вторая вариация длины дуги
геодезической A80) . 119. Минимум длины дуги геодезической (доказательство
Дарбу) A82). 120. Семейство геодезических равной длины, пересекающих
одну н ту же геодезическую под постоянным углом A82).

Глава XX. Распределение геодезических около данной геодезической

121. Расстояние между соседними геодезическими и кривизна простран-
пространства A87). 122. Сумма углов параллелограммоида A90).123- Устойчивость дви-
движения материальной системы без внешних сил A91). 124» Исследование макси-

максимума и минимума длины геодезической при 4iy-=const A92). 125. Симметрич-
Симметричные векторы A93). 126. Параллельный перенос посредством симметрии A95).
127. Определение трехмерных пространств, где параллельный перенос сохра-
сохраняет кривизну A96).

Глава XXI. Геодезические поверхности

128. Поверхность, геодезическая в точке. Метод Севери параллельного
переноса вектора A98). 129. Вполне геодезические поверхности A99). 130. Раз-
Развертывание на плоскость линий вполне геодезической поверхности B00),
131. Теорема Риччи об ортогональных траекториях семейства вполне геоде-

геодезических поверхностей B01)"."

Д. ВЛОЖЕННЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

Глава XXII. Линии в римановом пространстве

132. Формулы Френев римановом пространстве B03). 133. Определение ли-
яии по заданным кривизне и кручению. Кривая нулевого кручения в про-
пространстве постоянной кривизны B04). 134. Линии нулевого кручения и по-

постоянной кривизны й пространстве постоянной отрицательной кривизны B07).
135. Интегрирование уравнений Френеэтих кривых B11). 136. Евклидово про-
пространство сопряжения B13). 137. Кривизна рнманова пространства входит
только в члены второго порядка малости B15).

'-

Глава XXIII. Поверхности в трехмерном пространстве

138. Первые два уравнения структуры и их геометрический смысл B19).
139. Третье уравнение структуры, Инвариантные формы (обыкновенные и

внешние) B20). 140. Вторая квадратичная форма поверхности B21). 141. Асим-
Асимптотические линии. Теорема Эйлера. Полная и средняя кривизна поверхности
<223). 142. Сопряженные касательные B24). 143. Геометрический смысл формы
Ф B25). 144. Геодезические линии на поверхности. Геодезическое кручение.
Теорема Эннепера B26) •

. .

Глава XXIV. Формы Лагерра и Дарбу

145. Форма Лагерра B30). 146. Форма Дарбу B31). 147. Риманова кривиз-
кривизна объемлющего пространства B33). 148. Вторая группа структурных'уравне-
структурных'уравнений {235).' 149. Обобщение1цклассических теорем о нормальной кривизне и геог

дезическом кручений B35). 150. Поверхности с заданным линейным элементом

в«вклидовом пространстве B37). 151. Задачи на форму Лагерра B38). 152. Ин-

Инвариантность нормальной кривизны при параллельном перенесении вектора

<241). 153. Поверхность в пространстве постоянной кривизны B42).
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Глава XXV. р-мерное многообразие в римаиовом пространстве
л измерений

154. Абсолютная .вариация касательного вектора, Внутреннее дифферен-
дифференцирование. Эйлерова кривизна B47). 155. Тензорный характер эйлеровой кри-
кривизны B48). 156. Вторая система уравнений структуры B49).

Частные случаи

Гиперповерхность в четырехмерном пространвтве

157. Главные направления и главные кривизны B50). 158. Гиперповерх-
Гиперповерхность в евклидовом пространстве B51).

Двумерные поверхности в четырехмерном
римановом пространстве

159. Эллипс нормальной кривизны B52). 160. Обобщение классических
понятий B55). 161. Минимальные поверхности B56). 162. Отыскание минималь-
минимальных поверхностей B57).

Е. СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

Глава XXVI. Нормальные координаты Рнмана

163. Определение нормальных координат B60). 164. Отображение рмма-
нова пространства на евклидово, переводящее связку геодезических в связку
прямых B61). 165. Построение семейства реперов, присвоенных нормаль-
нормальным координатам B62). 166. Фундаментальные уравнения B62). 167. Однознач-
Однозначность линейного элемента при заданном тензоре Римана — Кристоффедя
B63). 168. Аналитическое риманово пространство B64). 169. Свойства основной

метрической формы в нормальных координатах B65). 170. Доказательство тео-

теоремы 2 п. 169 B66).,

Глава XXVII» Симметрия и параллельный перенос

171. Перенос посредством симметрии B69). 172. Порядок точности постро-
построения B69). 173. Сохранение римановой кривизны при параллельном переносе
B71). 174. Необходимое и достаточное условие обращения в нуль производного'
тензора от тензора Римана — Кристоффеля B72).

Глава XXVIII. Симметрические римановы пространства

175. Два определения симметрических римановых пространств B75).
176. Теорема существования B76). 177. Движение симметрического простран-
пространства как твердого тела B78). 178. Трансвекшш Э. Картана B80). 179. Топо-
Топологическое произведение двух произвольных римановых пространств B80)-
180. Приводимые и неприводимые симметрические римановы пространства
B80). 181. Постоянная кривизна второго рода неприводимых симметриче-
симметрических пространств B81).

Глава XXIX. Группы твердых перемещений в римановом пространстве

182. Общие соображения B83). 183. Общие требования регулярности B84)-
184. Транзитивные и интраизитивные группы. Траектории B84). 185. Реперы,,
присвоенные группе движений B85). 186. Инвариантные формы группы твер-
твердых перемещений B86). 187. Римановы пространства, допускающие просто тран-
транзитивную группу движений B86). 188. Просто транзитивная группа преобразо-
преобразований как группа движений B87) 189. Построение риманова пространства,,
соответствующего данной группе преобразований B89). 190. Постоянные струк-
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уры. Уравнения структуры B89).191. Пространство группы B90). 192. Замена

инвариантных форм просто транзитивной группы B90)- 193. Зависимости меж-

между структурными константами B91). 194. Канонические координаты в рима-
новом пространстве, допускающем просто транзитивную группу твердых
перемещений B91). 195. Инвариантные формы группы в канонических коорди-
координатах B92). 196. Канонические и нормальные координаты B94). 197. Общие

интранзитивные группы движений B95). 198. Выбор репера B95). 199. Отыска-
Отыскание групп Движений B96). 200. Геодезические и вполне геодезические много-

многообразия B96). 201. Стационарная подгруппа, не оставляющая инвариантным
ни одного касательного направления B97).

Предметный указатель 298.


